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苐一早 

正常费米液体 


§1费米型最子液体的元激发 


当温度低到使液体原子热运动的德布罗意波长达到与原子之间的距离可比 
拟吋，液体的宏观性质就由量子效应决定.这类量子液体的理论具有重大的原 
则性意义，虽然自然界中只有两种这样的客体，但它们才真正堪称为 液体； 这就 
是在温度约为1 ~2 K 时液体氦的两种同位素 （ 3 He 和 4 He). —切其它物质，当 
童子效应在其中成为重要效应之前，就早己凝成固体了.在这方面我们记得，根 
据经典力学理论，一切物体在绝对零度时都应当成为固体（见第五卷 §64) ; 而 
氦，由于它的原子间相互作用极其微弱，直到量子现象起作用的温度时仍保持为 
液态，并且在这温度以下也不再凝固. 

计算宏观物体的各个热力学量，需要知道物体的能谱.当然，量子液体是粒 
子间相互作用很强的一种系统，所指的能级应该相应于整个液体的量子力学定 
态，而绝非那些单个原子的状态，在足够低的温度范围内计算配分函数时，只应 
考虑液体的弱激发能级——离基态不太高的能级. 

下述情况，对于全部理论具有原则性的意义.宏观物体的任一弱激发态，在 
量子力学中可以看做是单个元激发的集合.这些元激发的行为，类似于在物体 
所占体积中运动并具有确定的能量 e 和动量 p 的一些准 粒子. 〆/>)关系的形式 
(或所谓元激发的色散律）是物体能谱的重要特征.我们再一次强调指出，元激 
发的概念是来自对物体中原子集体运动的量子力学描述方法，而绝不能把准粒 
子与单个原子或分子等同起来. 

量子液体原则上可以具有不同类型的能谱.根据能谱的不同类型，液体将 
具有完全不同的宏观 性质. 我们首先研究具有称之为费米型能谱的液体.这种 
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费米液体的理论是由 ；!. 朗道 （ 1956—1958) 创建的.在§ I — §4①中叙述的 
就是他的成果. 


费米型量子液体能谱的结构，在某种意义上类似于理想费米气体（由自旋 
为1/2的粒子组成）的能谱.后者的基态，相当于费米球内的全部状态都被粒子 
填满，费米球是动量空间中半径为 /> K 的球，而与气体密度 / V / V (单位体积内 
的粒子数 ） 的关系由下式 决定： 

v ~ 3(2 州 3 W ( •) 

(见 V §57). 当有粒子从已填满的球内的一些态跃迁到 p > p F 的某些态时，就岀 
现了气体的激发态. 


当然，液体中不存在单个粒子的量子态.但是,作为费米液体能谱结构的出 
发点，在于如下的 论断： 当逐渐“增大”原子间的相互作用，即由气体变成液体 
时，能级的分类保持不变.在这种分类中，气体粒子所起的作用转给了各元激发 
(准粒子），后者的数目等于原子的数目，并遵守费米统计. 

还应立即指出，显然只有由自旋为本整数的粒子所组成的液体才可能有这 
—类型的能谱，而玻色子 （ 自旋为整数的粒子）系统的状态不能用遵从费米统计 
法的准粒子术语来描述.同时应当强调，这种类型的能谱不可能成为所有这些 
液体的普适性质.能谱的类型也依赖于原子间相互作用的具体性质.这种情 
况，用简单的论证即可明 了：如 果相互作用的结果使原子结合成对，那么在极限 
的情况下，我们就会得到由自旋为整数的粒子（分子）所组成的分子液体•对于 
后者，显然不可能有上面所讨论的能谱. 

每一个准粒子都有确定的动量 p (我们还将回来讨论这种说法何以正确的 
问题）.设是准粒子按动量的分布函数，其 归一化 条件为 


ndr 


yv 

~V y 


dr = 


(2-irfi) 3 


(这个条件以后还将确切说明）.上面提到的分类原则，在于假设给出这个分布 
函数便单值地确定了液体的能量，并且基态对应于半径为心的费米球内所有的 
态都被占满的分布函数，而半径; > F 与液体密度的关系与理想气体情况时一样， 
是同一个公式 （1. 1). 


必须强调，液体的总能量£:绝不可以归结为准粒子的能量之和.换句话说, 


E 是分布函数的泛函，不能归结为积分 J V 山■(对于理想气体正是如此，其中准 


①为了避免误解，我们提前说明所讲的是非.租流的（或所谓正常的）费米液体.液氣同位素 3 He 躭 
是这样的液体（附加条件.见210页的附注〉. 
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粒子与真实粒子一样，彼此间没有相互作用）.由于第 一位的 概念是 S ， 因此就 
出现了在考虑准粒子相互作用时如何确定它们的能量的问题. 

为此，我们研究分布函数作无限小改变时£的变化.显然，它应当由变分 
hn 的线性表达式的积分来决定，即有如下 形式： 

^ = J s(p)hndr. 

量£是能量£对分布函数《的变分微商.它相当于增加一个动量为 p 的准 
粒子时系统能量的改变 •，也 正是这个量，起着准粒子在其它粒子的场中哈密顿函 
数的 作用. 它同样是分布函数的泛函，就是说函数 HP ) 的形式依赖于液体中全 
部粒子的分布. 

因此我们指出 ：在所 讨论的类型的能谱中，元激发在某种意义上可以看成 
是在其它原子的自洽场中的一个原子.但是，这种自洽性不能以通常的 M 子 
力学中的意义来理解，在这里它具有更深刻的性质，因为在原子的哈密顿量 
中，要考虑到周围粒子不仅影响到势能，而旦也改变了动能算符与动量算符的 
关系. 

至今,我们撇开了准粒子是否存在自旋的 问题. 因为自旋是 M 子力学的量， 
对它不能作经典性讨论，因此我们应该把分布函数当作是关于自旋的统计矩阵. 
而元激发的能最 f ， 在一般情况下不仅是动量的函数，而且也是与自旋变暈有关 
的算符，后者可用准粒子自旋算符5 标记. 对于均匀并各向同性的液体（不处在 
磁场中，本身也不是铁磁性的），算符5只能以标量5 2 或 （I . P ) 2 的形式含于标盘 
函数 e 中； 但乘积 S ，/?的_次幂是不允许的，因为自旋矢量具有轴向性，所以这 

个乘积是一个赝 标量. 平方 s 2 = s(s + \) ，对于自旋 s = I 的情形，归结为与 J 无 

关的常数，而标量 （S • /7) 2 = p 2 /4 也是 如此. 因而，在这种情况下准粒子的能量 
完全与自旋算符无关，即准粒子的一切能级都是二重简并的. 

实质上，说准粒子有自旋，即表明存在这种简并的事实.就此意义可以断 
言：在这种类型的能谱中，准粒子的自旋恒等于〗/2,而与液体中真实粒子的自 
旋的大小 无关. 事实上，对于任何不等于1/2的自旋 s 来讲，形如 （5 • /0 2 的项都 
将使 （2 .s +】）重简并的能级分裂成 （2 s + 1)/2 个二重简并的能级.换句话说，函 
数将出现 （2 s + ! )/2 个不同的支，每一支都对应于“自旋为1/2的准粒 
子”. 

前已指出，在考虑准粒子的自旋时，分布函数变成一个关于自旋变量的矩阵 
或算符 n ( p ). 把这个算符写成显形式，就是厄米统计矩阵 n ^(/0 ,其中 a ， 月为 
取遍±1/2两个值的自旋矩阵的下标.对角矩阵元决定 -- 定自旋态中的准粒子 
数.因此，准粒子分布函数的归一化条件，现在应写成 
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Tr | « • dr = J n na dr = y, 
(符号 Tr 代表矩阵按自旋的下标取迹 ）0). 



(lirhy 



在一般情况下，准粒子的能量 S 也是算符，即以自旋为变量的矩阵，它的定 
义应写成 


= ，lr j 挪士 兹卜》. (1.3) 

如果分布函数和能量与自旋无关时，就是说〜和~归结为单位矩阵 

n a & （1.4) 

那么在 （ K 2 及 1.3) 式中取迹便简单地归结为乘以因子2: 

2 j ndr =-^-, ^ = 2 J" ^Sndr. (1.5) 


容易 看出： 在统计平衡中，准粒子的分布函数具有费米分布的形式，并且根 
据 （1.3) 式定义的最 S 起着能量的作用.实际上，由于量子液体和理想费米气体 
的能级分类特性相同，液体的熵 S 与气体的情况一样（见第五卷 §55) ,同样定 
义成如下组合型的表 达式： 


-y ~ _ ，rr | | «ln n - ( 1 - « ) In( 1 - n) j dr, (1.6) 

在总粒子数和总能量都恒定的附加条件下， 

^ = Tr J Sradr = 0 , — = Tr J s8ndr = 0, 

对 （1.6 ) 式取变分，我们得到所求的分布： 

n = {e^ : - )/r + l]-*, (1.7) 

式中斗为液体的化学势. 

当准粒子能量与自旋无关时，（〗. 7) 式表明 n 和 s 两个蛩之间有同样关系： 

„ = [e (— + 1J -_ (1.8) 
当温度时，化学势与费米球面的边界能量相等： 

I r = o = Pf) • ( I • 9 ) 

我们强调指出，虽然 （1.8) 式与通常的费米分布在形式上相似，但它们并不相 
同，因为 e 本身是 n 的泛函，严格说来， （1.8) 式是的一个复杂的隐函数定 
义式. 

现在我们回到原先的假设 ：对每 个准粒子都可用确定的动景描述.这个假 
设成夺的条件 要求： 动量的不确定度（与准粒子自由程的冇限性有关）不仅小于 
动量本身，同时也小于分布的“弥散区”宽度 A /?， 在这个区域内，分布明显地偏 


①此后，下标重 S 两次照惯例理解为求和. 
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o(p) =e(p) 



当 p <Pti 
当 P >Pf- 


( 1 - 10 ) 


不难看出，如果分布函数 / t (/0 只在费米球面附近很小的范围内有别于 （ i . 10) 
式，这个条件便得到满足.事实上，由于泡利原理，准粒子只在分布函数的“弥散 
区”内方能相兀散射，并且由于散射的结果，它们应跃迁到同一区域的自由态 
上.所以，碰撞概率正比于该区域宽度的平方.相应地，准粒了能量以及动量的 
不确定度都正比于 （ A /0 2 . 因此，当 Ap 足够小时，动量的不确定度不仅小于 Pf , 
也小于 Ap . 


可见，这里叙述的方法只适用于准粒子分布函数所描述的液体激发态，这个 
分布函数仅在临近费米面的窄域内才区别于“阶跃”函数.特别是，对于热力学 
平衡分布.只在足够低的温度时才能 适用. 平衡分布的弥散区（能量）宽度与 r 
是同一数量级.而与碰撞冇关的准粒子能量的量子不确定度 与数值 h / T 是同一 
数量级，其中 T 为准粒子的自由飞行时间.因此，理论适用的条件为 


h/r « T . (1.11) 

同时，如前所述，时间 t 与弥散区宽度的平方成反比，即 

rocT ~\ 


所以，当 r — o 时显然 （1. 】 】 ）式是满足的.对于粒子间相互作用并不微弱的液 
体，所有的能 董参数 与边界能量心同一数 量级； 在此意义上说，条件 （L 11) 与条 
件7'«1~1②是等价的. 

对于接近在 r = o 时“阶跃”函数的分布，在一级近似下，泛函 s 可用其在 
n(P) 时的计算值去代替.于是 e 成为动量的确定函数，而公式 （1.7) 便 

成为通常的费米分布. 

此时，在费米球面附近[函数4/0在此处才有直接的物理意义]，可将 
按差的幂展开.我们有 


e ~e f ^v f {p-p v ) t (1.12) 

其中 ( t . 13) 

OP 

是费米面 i ： 准粒子的“速度”.在理想费米气体中，准粒子同真实粒子一样，有 


① 为 r 后文需要指出，微商 

O f (p) = - 8(^ ~/> P ) t 

事 实上， 2对包含 /»= /， F 的 P 的任意 K 间进行积分时.这个等式的两边给出相同的结果 （ 等于I ). 

② fti 是，对于液态 3 H« ，实验指出理论的定置适用范围实际上被限制在温度 7-sO. I K 的范围（此时 
1^,1 «2. 5 K), 
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因此化=&.与此类似，对费米液体可引人一个量 

Zm m 


m' =p r /v F ， ( 1 _ 14) 

称它为准粒子的有效 质置； 并且这个量是正的（见§2末）. 

用这样引人的物理童的术语，可以将理论的适用条件写成 ra & h ， 并且只 
有动量为 P 且 lp-/> F l <<心的准粒子才有实际意义.我们再一次强调上述情况， 
并应指出，这种情况特别赋予和液体密度之间的关系式 （1. 1 ) 以非平凡的特 
性，因为它（对于费米气体）的明显结论是基于这样的概念 ：粒子 占满整个费米 
球的各态，而不仅占满它表面的邻近区域①. 

特别是，有效质最可以用来确定低温下液体的熵 S 和热容量 C . 对这两个 
物理量可给出与理想气体公式相同的形式（第五卷§58)，在这里只需以有效质 
量代替粒子质量 m : 


S = C = VvT, 


m ' Pf ( v \ 2/3 m* / N \ 

IT) 


(1.15) 


( s 和 c 两个量，由于与 r 成线性关系而相等）.事实上，用分布函数表述的熵表 
达式 （1.6) 对于液体和气体都是一样的，而在计算这个积分时，仅仅~附近的动 
量区域起主要作用，在这个区域内液体中准粒子的分布函数和气体中粒子的分 
布函数由同一个 （1.8) 式给出②. 

在将理论展开之前，我们先作如下的说明.在费米液体中引进与气体粒子 
完全类似的准粒子概念，虽然这种表述方法对于建立系统的理论最为方便，但与 
此相连的物理图像却有缺陷，即在这个图像屮出现了一个观察不到的被准粒子 
占满的费米球.如果用只在 T ^ O 时才出现元激发来表述，便可能消除这个缺 
陷.在这种图像中，费米球外的准粒子和球内的“空穴”都起着元激发的作用，对 
于前者[与公式 （1. 12) 的近似相对应]应将能量写成 e - Pf ) ，而对于后者 

能最应写成其中任何一种情况的统计分布，都由化学势等于零 
的费米分布公式给出（此时元激发的数 B 不是常数，而是决定于温度的量 ③）： 

n = [e e，T + 1] (1. 16) 

在这种图像中，元激发只能成对地出现或消失，因此动量为 p > p F 和 p < y > f 的元 
激发的总数恒相等. 


① （丨•丨）式的证明X耍运用较复杂的数学方法，以后将在§20中给出. 

② 对于液态 3 He< 在零压 时）： Pf /ft=0.8 xlO* cm' 1 ；m* =3. 根据液体密度 决定； m •根 

据热容 S 决定. 

③ 我们记得< 参看第五卷 §63) .在这种条件下，准粒子数^^决定于热力学平衡条件——在给定 
温度和体积下，作为 /V* 的函数的0由能 F 取最小值 ) r>l , =0;但这个微商是••准粒子的化学 
势”（不要把它间液体的化学势 M 相混淆，/X定义为 F 对真实粒子数 W 的微 商）. 
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还要指出，这样定义的元激发，其能量一定是正的，因激发能级总是超 
过系统基态能级.而根据 （1.3) 式定义的准粒子能量则可以是正值，也可以 
是负值 • 

尤其是，对于温度和压强均为零的 t 子液体，4 =/^的值显然是负的，因 
此接近 于〜的 C 值也是负的.这一点，根据 r = o 和时- A 的值等于一 
个正值便可以明显地看出来，这个正值是液体汽化一个粒子所需热量的极 
限值 •. 

§2准粒子的相互作用 

由于能量是准粒子分布函数的一个泛函，故准粒子的能量随分布函数的变 
化而 变化. 当分布函数对“阶跃函数 ”（1.10) 有微小偏离 Sn 时，能量改变应取 
形式 

S 〜 （ P) = jfay.psiP.P^hn^ip^dT 1 , (2.1) 

或写成更符号化的 形式： 

be(p) =Tr' j/(p ^^bnip^dr' , 

式中 Tr ' 代表按号动量，相对应的一对自旋下标取迹.函数/可称为准粒子的 

相互作用函数 （在费米气体 中 / sO ). 按函数/本身的定义，它是量子液体总能 
量 S 的二阶变分微商，因此对于变量及其相应的各对自旋下标是对 称的： 

DP ， P '、= f Ya . sfi ( P ’、 P ). (2.2) 

考虑到 （ 2 .1) 的变化，费米球面附近的准粒子能置可用如下的和式 表征： 

^( P ) =〜(/> ~ P ?) + Tr ’ (2.3) 

特别是，对热力学平衡分布，公式 （2. 3) 中的第二项决定准粒子的能量与温度的 
关系.偏离值仅在接近费米球面的，值的薄层中才明显+为零，而实际准粒 
子的动量 P 的值也在同样的薄层中.因此，实际上公式 （2. 1) 和 （2. 3) 中的函数 

/( P ,，） 能够用这个费米球齒上的值来代替，即假定/>= 〆 =〜，所以/仅决定于 
矢量/>和 〆 的方向. 

函数/的自旋关系既与相对论效应（自旋-自旋和自旋-轨道的相互作 
用）有关，也与交换相互作用 有关. 而后者最为重要.考虑到交换相互作用，准 
粒子的相互作用函数（在费米面上）取下列 形式： 

p r ni « 

~ F (^) +( r < r ' G (^), (2.4) 

其中为作用在相应的（即对应于变景尸， 〆 的〉自旋下标的泡利矩阵，而尸 
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和 C 为矢量和，夹角0的两个 函数炎 这个表达式的形式同交换相互作用的 
特性 有关； 它与系统在空间的总角动量的取向 无关; 所以两个自旋算符只能以标 
积形式出现在式中.根据 （2.4) 式定义的函数 F 和 C 是量纲为1的.在 （2.4) 式 
左方为此引入的因子是费米面上单位能量间隔内的准粒子的状 态数： 




2 dr 


2 x i d p x 

(2以) 3 


或 


2 


P^m 


(2.5) 


K ir 2 fe J « r 

因为泡利矩阵的迹等于零，所以取迹 TV 之后 （2. 4) 式中的第二项就消失 
了，因此 IV /已经不依赖于实际上，当考虑到自旋-轨道相互作用和自旋 - 


自旋相互作用时，也同样没有这样的依赖关系.问题在于，标量函数 TV / 若包含 
自旋算符，只能以两个轴矢量 S 和 p X ，的乘积 S . [/> x〆 ] 的形式出现 （5 分量 
平方的表达式，可以不去研究，因自旋为1/2,表达式归结为 S 的线性项和完全 
不含5的 项）. 但是，这个乘积对时间的反演不是不变的，因此不能包含在不变 

量 Tr 7 中. 

今后引人使用更方便的记号. 


乂讀(夕， 〆 ） = V ( p ， 〆 ），/= yTrTr /. (2.6) 

由 （2.4) 式，我们有 

=2 F (^), (2.7) 

准粒子的相互作用函数，满足于由伽利略相对性原理而得的确定的积分关 
系.这个原理的直接结果 是：单 位体积液体的动量同其质量通量密度相等.准 
粒子的速度是如/印，因此准粒子通 量周如 下积分给出： 


Tr I n — dr . 

J dp 

因为液体中的准粒子数与真实粒子数相同，所以准粒子引起的总质量迁移显然 
可由准粒子数通量与真实粒子质量 m 的乘积 得出. 因此，我们得到如下 等式： 


Tr 



m —hdr. 
dP 


( 2 . 8 ) 


假定^对 （2. 8) 式两端取 变分. 利用 （ 2 . 1) 式和 （2. 6) 式 


①用明显的矩阵形式表为 
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的符号/，我们得到 

IpbndT = m j + m j 占 ’ ^ ^ nSrt , drdr f = 


de 


dn f . 


=m S af 8ntlr ~ m //( P ， P ')^ 5rtdTdT, ， 

式中 ^ =〃(，） （在•第二个积分中交换变量的标记并进行分部积 分）. 因为如 
是任意的，由此得到待求的关系 


m dp 




dp ' 


(2.9) 


对于阶跃函数 
微商抑 '/ 印'归结为5 函数： 


n(p’ ） =e(p') 


d 6 (p) P 、 

-^-=- 7 u P ~ p r ). 


( 2 . 10 ) 


将 （1.】 2 ) 式中的函数代人 （2.9〉 式，然后处处用费米面上的数值 = Pfn 
代换动量/ »=/ m , 并用.除等式两端，便可得到真实粒子质量 w 与准粒子有效质 
量之间的如下关系： 


- = ^ + ( i^?/ /U)cos ^ (2 . u) 

其中 d </ 是 〆 方向上的立体 角元. 如果将由 （2. 7 )式得出的 /( 办〉代人上式，则这 
个等式取如下 形式： 

^- = l + F (^) cos #, (2.12) 

式中横线表示按方向平均（即按 doV4-iT=sin & d ^/2 积分） • 

我们再来计算绝对零度时费米液体的压缩系数，即算出 = dP / ap ①的值. 
液体的密度 p = mA 7 K ， 所以 

2 _ V 2 dP 
u ~wv aK * 

为了便于算出这个微商，最好用化学势的微商将它表达出来.注意到化学势只 
以比值 A 7 F 的形式依赖于/ V 和 h 同样，在 r = 常数= 0时，微分 d；x = K ( iP // V ， 
则有 

df±_ V_M = dP 
d/v _ dV = —y ~dv^ 


①当时，同样 S = 0, 因此无需区别等温压缩系数和绝热压缩系数.“的值用已知的液体中声 
速的表达式来 确定. 但应注意，在 r = 0 时，实际上费米液体中根本不能传播普通的卢音_见§4的 
开头. 
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因此 u H (2 . 13) 

由于 r =0时 ， A = ，所以当粒子数改变 5 /V 时，变 分知为 

hfi = jp F . (2. 14 ) 

表达式中的第一项，是由于分布函数的变化而引起的能量 #(/> F ) 值的改变.该 
式的第二项则是由于总粒子数的变化改变/边界动量的 值：由 （ I . 1) 式，我们有 
8/ V = K /> 2 F 8 p F / ir 2 fi 3 . 因为只在时才明显地不等于零，所以在积分中把 
函数/用它在费米面上的值代替之后，我们可写成 


/ Wdr 、 士 jfdo ' I =+4 ir / 


S/V 

4^ V ' 


将此式代人 （2. 14) 式，并根据 3 心 / ap F : W 引人 m * ，我们得出 

dfJb f t TT 2 fj 3 
^/V 2 V p ¥ jri V 


最后，由 （2.11) 式取 1/ m * ，再考虑 （1. 1) 式，最终 可得： 

u 2= ^ + 3^(2^)7 /( ^ )(1 ' C ° S ^ )do - 


(2.15) 


(2.16) 


借助于得自 （2. 7) 式的函数 /( I ?)并利用 （2. 12 ) 式，这个表达式可以变为 

2 P ? 


3 tTtfTt 


r (l + f (#)). 


(2.17) 


函数/应该满 足一定 的条件，这个条件是出于量子液体的基态具有稳定性 
的要求.液体的基态对应于准粒子占满费米球内的全部状态，该状态的能量对 
于球体任一微小的形变都应是最小的.这里，我们不进行全部的计算，而只指出 
计算的最终结果炎为了方便地表达出这个结果，将 （2. 4) 式中的函数 F ( t ?) 和 
G (0) 按勒让德多项式展开，即给 F ( t ?) 和 G ( t ?) 以如下 形式： 

F (&) = X (2/+ 1)^( cos #) , G (^) = ^ (2 Z + l ) G , P ( (cos t ?) (2.18) 

I t 

(这样定义系数尽和 G 时； 它们与乘积 FP , 和 GP , 的平均值相同）.这时，稳定 
性条件可写成不等式的 形式： 

F , +l >0, (2.19) 

G, +1 >0. (2.20) 

将 / = 1 时的条件 （2. 19) 同有效质量的表达式 （2. 12) 相比较，使我们确信有效 
质量的] K 定性. f =0时的条件 （2. 19) 也保证了 （2. 〗7)式的正定性. 


①参阅 H . )1. rioMepaHHyK , ) K 3 T < I > ,35 ,524 ( 1958 ). 英译本 ： Pomcranchuk I . Ya . Soviet Physics JETP 
8,361,(1959). 
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§3费米液体的磁化率 


自旋不等于零的准粒子，一般说來也具有磁矩.自旋为1/2的磁矩的算符 
是 )8 o ■(磁矩的 z 轴投影等于±/3).准粒子的磁矩与机械矩 （ ft /2) 之比即常数 
2/ VI 同真实粒子的这一常数值 相等： 显然，用任何方法将粒子的自旋合成为准 
粒子的自旋时，这个比值都不会改变. 

准粒子具有自旋，同样会导致液体具有顺磁性.现在我们来计算相应的磁 
化率. 

对于“自由”准粒子来说，它在磁场中获得的附加能最的算符是 咖 • H . 
但是，在费米液体中必须考虑这样一个事实，即由于准粒子的相互作用，其中每 
个准粒子的能馑还因在磁场中分布函数的变化而再生变化.因此，在计算磁化 
率时，应将准粒子能量变化算符写成 


. 好 + Tr ’（3.1) 

而分布函数变化本身，是通过 W 按式砧 = ( dn / de ) d 抑 表达出 来的； 因此，对 
于 W 我们得到方程 


^(P) = -H<r - + Tr # ^f{ p y)^U{p')6T f . 

下面我们仅在费米球而上寻求这个方程 的解. 设解的形式为 


he : 




g<r • H ， 


(3.2) 


(3.3) 


式中 g 为常数.对于阶跃函数 / t (，） =糾 〆 ）我们有 

因此，对求积分归结为被积式在费米面上取值.将 （2. 4) 式中的函 
数/代人后，并注意对于泡利矩阵有 


Trcr = 0, Tr 7 (or • <r')<r' =+<rTr’o / • o ■’ = 2ar, 
我们求出贫 = 2 i ^ y ， 或 

2 

g = - — —— 

1 + G (^) ’ 

这里的横线[与 （2. 12) 式一样]仍表示按方向求平均 • 


(3.4) 


①在 ii 算与场有关的增馕 & n 时，可以不考虑化学势的变化，在各向同性的液体屮，宏观盘 〆 的变 

化只能是场 A 的平方（在计算磁化率时，它是很小的是场的—级小量.还要指出.由于液体的 
磁化韦是个小量，所以在这里 5 J 以不区分液休中的磁场强度和磁感应强度. 
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磁化率 | 由单位体积液体的磁矩表示式 确定： 

Xff =/3Tr j (rSndr =/3Tr j (rhe ^dr, 

或对带有阶跃函数 a (/0 的被积式求积分 后得： 

X H - ~/3^-^^rabff(p F ). 

最后，将 （3. 3 — 3.4) 式代人匕式并注意 Tr (< r /0 c = 2 tf , 我们得到 

P 2 Pr m ' 3叻 2 .. 

卜 W(i +5) 3 . 5) 

式中 p 为热容量线性定律 （ 】 .15) 中的系数 . | = 3咕 2 / ir 2 是磁矩为/?的粒子所组 
成的简并费米气体的磁化率[见第五卷 （59.5)]. 因子 （1 + G ) 1 代表费米气体 
与费米液体的区别 CD. 

我们指出 d =0 的稳定性条件 （2.20) 与条件^>0是一致的. 

§4零声 


费米液体的非平衡态可用准粒子的分布函数来描写，这个分布函数小•仅与 
动量有关而且也与坐标和时间有关.函数遵从如下的动理学 方程： 

念:⑽， (4.1) 

其中 SK 称为碰撞积分，它决定在给定的相体积元中准粒子数的变化，这种变化 
是因准粒子的相互碰撞造成的②. 

(4. 】）式中的对时间的全微商，既顾及到 A 对 f 的显函数关系，也考虑到准 
粒子的坐标，动量和自旋变量按它的运动方程变化的隐函数关系.费米液体的 
特性在于准粒子的能量是分布函数的泛函，所以在非均勻液体中 A 和 S 都依赖 
于坐标 • 

对于跟平衡的分布函数％偏离很小的分布 t 我们可写出 

/ K /7， r ，0 = n 0 ( p ) + U ( p , rj ). (4.2) 

此时，准粒子的能量 S = « e 。 +嚭，其中&相应于平衡分布的能里，而 W 由 （2. 1) 
式给出，所以 


艮艮 Tr 

dr dr 




( 4 . 3 ) 


① 这 -2/3. 

② 这一节假定读者已熟悉动理学方程 （KHHeTKHCCKoe ypaBHeHMe ) 的概念，就此息义来说，木不腐于 
本卷的应有内容.但是，没冇动理学方程（以及4:此后诸节中的应用）费米液体珲论的描述将是不充分 
的. 在这 M 我们只需要无碰撞积分的方程，与碰撞积分的具体形式有关的问题将在本教程专讲物理动理 
学的另一卷中研究. 




当不存在外磁场时，仏和％都与自旋无关. 

n 对时间 f 的显函数关系，在 dh / dt 中给出一项 

dh dhh 
dt ~ dt ' 

用 A 与坐标及动量的关系给出两项 


根椐哈密顿方程，我们有 
d€ 

~dr' 

dbh ^£o dn 0 ^ 
dr dp dp dr • 

最后，函数 A 作为自旋变量算符随时间的变化，可按量子力学的普通规则由下面 
的对易子 给出： 

(4.4) 

但是，当％和〜与自旋尤关时，在此对易子中不存在砧的一级近似项. 

集中上述各项，我们得出方程 


(in 7 dn ^ 

— r + — p . 
dr dp y 

准粒于的能童 s 起着它的哈密顿函数的作用. 

: de ? 
r =7T» P = 一 
dp 

因此，取精确到 M 的一级项，则有 


dhh ds 0 38^ dn 0 ^ 

—~ +- = Stn. (4.5) 

dt dp dr dr dp v } 

在开始应用动理学方程之前，我们先讨论一下它的适用 条件. 利用（坐标和 
动量的）经典方程时，我们就假定了准粒子的运动是准经典性运动.这个假定， 
实质上正是用分布函数来描述液体的基础，该函数同时依赖于准粒子的坐标和 
动量. 准经典条件 是:准 粒子的德布罗意波长小于函数《有显著变化的特 
征长度用非均勻性“波矢量1 〜 1/ L 代替 I 我们可以把这个条件写成① 

hk «p r . (4.6) 

由给定的&所确定的分布函数的变化频率其数量级为因而自然满足 
条件 


ha > «£ r . (4. 7) 

方 w 与温度 T 7 的比值可以是任意的 • 如果 >> r , 那么这个量就相当于分布 
函数弥散区的 宽度； 于是 （4. 7) 式便是整个理论适用的必需条件，它保证了准粒 
子能量（与它们的碰撞有关）的量子不确定性小于 few . 

现在我们运用动理学方程来研究费米液体的振动. 


①极据定义（1.〗） ， V / n . 具冇原子间距的数獄级，因此条件（4.6>楚很弱的. 
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在低温但不等于零温的情况下，费米液体中准粒子发生相互碰撞，并且它们 
的自由飞行时间 TOCT - 2 . 在液体中传播的波，其性质主要决定于乘积 WT 的 
大小. 

在仿 T <<丨 （ 实际上等价于准粒子行程/甚小于波长 A 这一条件）时，在每个 
(线度小于 A 的）液体体积元中，碰撞来得及建立起热力学平衡.这就是说，我 

们遇到的是以速度“ =传播的通常的流体力学声波•在<<丨的情况 
下，声波的吸收很小，但增大时吸收也随之增大，而 11 当 <yr - 1 时吸收变得 
很强烈，以致声波的传播成为不可能①. 

使继续增加并达到1 flL 在费米液体中波的传播重新变为可能， 
但是这种波具有另外的物理特性.在这些振动中准粒子的碰撞不起作用，并在 
每个体积元中来不及建立热力学平衡.这个过程，可以看作是在绝对零度时发 
生的. 因而将这些波称为零声 • 

如上所述，当>> 1时，在动理学方程中可以略去碰撞积分，于是 


dbh dhh ^ n o dhe r, 

- + v ----= (J 

dt dr Sp dr 


(4.8) 


式中 = ds / dp 为按非微扰能量 f 计算的准粒子速度 （ t » =~«，其中《是0方向 
上的单位矢 量）； 此后，我们略去 e 的下标 0. 


在 r =0 时，平衡分布函数是 -- 个阶跃函数 0(/0 ，它在边界动量/> =~处 
屮断.« 0 的微商 


dn 0 

= -«8(p -Pr) = -»8(^ 

假设波中的砧与时间和坐标的关系由因子 exp [ i(Jfc • r - w )] 给出，我们 
将得出动理学方程的如下形式 的解： 

hn =h( £ ~e F ) v(n)e Hk - r -'\ ( 4 . 9 ) 

这时，根据 （4.3) 式的 d 8 e / dr ， 方程 (4. 8) 取如下 形式: 

(o>~v F n • k)v{n) = « - jf (n ,n'){>(n , )do 1 ( 4 . 10 ) 

式中 《 和乂为 P 和，方向的单位矢景，而积分是按方向进行的. 

现在我们来研究不涉及液体自旋特性的振动（零声）.就是说，不仅平衡分 
布函数，还有它的“微扰” Sa ， 都与自旋变量 无关. 振动时，分布函数在这种波中 
的变化归结为边界费米面（非微扰分布中的球面）的形变，这时费米面仍然是被 


①当⑷■«】时，声的吸收系数 y 其中”为液体的粘滞系数按数毡级，则有外， 

”/ p - IV 卜 这里 ％为准粒子速度（与溢度无关），因此 fl . noMepa H 4 yK , l 950). 这时 yu/o) 



准粒子占满的和未被占满的状态之间明显的边界.函数 以 II) 是这个表面在给 
定的 /* 方向上的位移值（以能董为单位）. 


因为与自旋变量无关，所以 （4. 10) 式中的 TV 运算只应用在函数/ 

上.把/写成 （2.4) 的形式，将有 TV / = {2 W / p K m ’） F (幻.于是，算符 cr 从方 
程中完全消除，现在方程取如下 形式： 

( (o - k • v )v{n) =k - v \ (4. 1 i ) 

J 4-77 

我们选择 A 的方向作为极轴，并以角 0，< p 确定 n 的方向，再引人波传播的速 
度和符号则可写出最终得到的方程 

(s - cos 0)v{0 y (p) = cos 8 [ F(^)v( O' (4. 12) 

J 4tt 

这个积分方程，原则上能够确定波的传播速度和波中的函数以^).我们 
可立即看出，对于非阻尼振动（这里，我们仅对这种情况感兴趣 h 的数值应大于 
1，即应有 

“。 > v r . (4. 13) 

把 （4. 12) 式重写为如下形式，便能了解这个不等式的 来源： 


i >( 0,( p ) = cos 0 F (分) 



s - cos 6' 4 tt 


这里引人另外一个未知函数 i >=( s _ c OS 0〉 v 来代替 r ^ X = ( o / kv y < 1 的情况 
下，被积式在 cos e ' 处冇极点，为了使积分有意义，应在复变量 cos f 的平面 
上，按一定规则绕过该极点.这种环绕给积分添进了虚部，因而也使频率 w (在 
给定实数 / c 的情况下）得到虚部，而这表示波的衰减.对应于极点的等式 cos 0 = 
\/力，其物理意义是准粒子零声波的切连科夫 （ tj epeHKOB ) 辐射条件 CD . 

作为一个例子，我们研究函数尸（办）变成常数（用匕表示）的情况.方程 
(4. 12) 右边的积分这时不依赖于角 0，< p ， 所以待求的函数〃具有如下 形式： 


V =常数 X 


cos Q 
s - cos 0 


( 4 . 14 ) 


因此，费米面获得了沿波传播方向向前伸长和沿相反方向被压扁这种旋转面的 
形式.这种各向异性是每一体积元中液体状态的非平衡性的表现，因为在平衡 
条件下，液体的一切性质应是各向同性的，因而费米面应当是球面.为比较起 
见，我们指出 ：普通 声波对应于半径振动的球形费米面（边界动量 Pp 随液体的密 


①这样的 a 减机制称为朗道阻尼.将在第十卷有关等典体振荡问®中作详细 研究. 在积分中环绕 
极点的规则，是用 w + io 代换 w (即 5 + b ) ，这种代换的意义在于对过去全部时刻 （ 包括 - « ) 都保 
证了扰动的有限性. 
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度一起振动），并且费米面作为整体而移动，移动的大小与波内液体的运动速度 
有关；而相应的函数 P 的形式为 v = S Pf + 常数 X COS 0. 

为 r 确定零声波的传播速度将 (4. 14) 式代入 （4. 12) 式，我们求得 

^ r 11 cos 6 2iTsin Odd _ ^ 

0 Jo s - COS $ 4-it 

积分结果，我们便得到一个把速度 & 表示为给定值 F 。 的隐函数形式的 方程： 



当 s 由丨变到 * 时，方程左边的函数由 oo 降到0,总保持正值.由此可以得出，上 
述的波仅在 F 。 >0时才能存在.所以我们强调，零声传播的可能性与费米液体 
中准粒子的相互作用特性有关. 

当匕—0时，由 （4. 15) 式得出， s 按如下规律趋于1: 

s ~ i ^2 e ' 2/ F °/ e . (4.16) 

这种情况，比公式 （4. 〗5)(假设 F = 常数=心）更具普遍意义 ：它相 3于在任意 
形式的函数时近理想费米气体中的零声.实际上，绝对值很小的函数 
Fi 旮）对应于近理想气体 • 由方程 （4. 12) 可以看出，这时 s 将接近1，而函数 p 仅 
在角#很小的情况下才明显地不为零.根据这一点，当只研究小角范围时， 
(4. 〗2)式右边的积分中可以用函数/’（设）在设=0时的值去代替 F (汐 ）（ 当0=0 
和 f =0时，同样有 ^ =0). 归根到底，我们又重新回到公式 （4. 14〉和 （4. 16) 
[ 其中常数匕代之以 F (0)]®. 我们要指出，在弱非理想气体中零声的速度是普 
通声速的 W 倍. 事实上，对于零声有，而对于普通声，我们由 （2. 17) 式 
(其中忽略了 P 并设 = ni ) 求得 u 2 «/) p /3 m * 2 = v 2 f /3. 

在 F (办〉 为任意函数关系的一般情况下，方程 （ 4 . 12> 的解不是单值的.原 
则上，这个解允许有不同类型的零声存在，它们的区别在于零声的幅以具 
有不同的与角度的函数关系以及不同的传播速度 • 这时，除了轴对称解 
外，还可以存在非对称解，其中 p 包含方位角因子这里 m 为整数（见习 

题）.我们指出，对于所有这些解，积分 j " =0,即费米面包围的体积保持不 

变.这意味着振动是在液体密度不变的情况下进行的. 

在绝对零度，波能够在费米液体中传播，就是说，费米液体的能谱可能包含 

相应于动量为 p =狀和能量为 e = h(o - u 0 p 的元激发的分支-“零声锺子”. 

零声（具有任意给定的幻可以有任意（小）的强度，这一事实，用元激发的术语 

①相当于弱非理想费米气体中零声的振动，这个问®首先是由克利蒙托维奇 （ IO . 几 
KrtHMOHTOBKH ) 和西林 B . n . 1952 ) 研究的. 
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来说，表明它们能够以任意的数目填充自己的量 子态； 换句话说，它们遵从玻色 
统计，并构成费米液体能谱的所谓玻色支.但是应强调指出，在朗道理论的范围 
内，把对应于这一分支的改正量引人费米液体的热力学量那可就错了，因为这些 
热力学堡含有温度的吏高次幂（如热容量中的 T 3 )， ifn ‘不只是上述近似理论中的 
前几级改正馈. 

关于零声的吸收问题，需要研究准粒子的碰撞，这已不属于本卷的内容. 


在 f = + f | COS 办的情况下，试求零声的非对称波的传播速度 • 

M：^.F = F 0 +F i [ cos ^cos 6' + sin 0sin fcos ( 妒 - 〆）] 的情况下 ，可 存在具 
有 poc e 〜形式 的解 . 实际上，设 p =/(0)‘ 、代入 （ 4 . ]2) 式并对 d〆 求积分，我 
们得到 


I* 

(- cos 6)f~-^cos ^sin 6 J sin 2 ^y( $')60 ', 


因而， 


= 常数 


sin 0cos d 
s — cos 0 


将这个表示式代回原方程，便得到关系式 

j* 17 sin 3 沒 cos 6 Ad _ 4 
h s - cos 0 F,' 

此式确定了传播速度 与厂的 关系.等式左边的积分，是 s 的单调下降函数.因 
此，当 s = l 时它达到最 大值. 算出 .s = l 时的积分后，我们发现上述形式的非对 
称波可 以在^ >6的条件下传播①. 

§5费米液体中的自旋波 

除了上节研究过的与自旋无关的解 Wn ) 之外，方程 (4. 10) 还有如下形式 的解： 

P = tr • fi(n) (5.1) 

在此公式中，准粒子分布函数的变化依赖于它们的自旋投影.这样的波可称为 
自 旋波 . 

将 (5.1) 式代入 (4. 〗 0) 式，再取 (2.4) 式中的函数/，并注意到 T r V'(arrO =2^, 
约去 it 后 可得： 


-cos 9)fi( 0,(p) = cos 0 [ G [ 旮） fi(0' 、 <p') 


(5.2) 


①对于液体％^,利用公式 （2_ 12) 和 （2. 17), 根据已知的 m ， 和《 2 的值可以箅出 ： f D = 10. 8. = 
6.3(在零11£下）. 
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这样，对于矢量 / t 的每一分量，我们都得到一个方程，它不同于 （4. 12) 式的只是 
换 F 为因此，在§4中所做的一切进一步的计算，都能应用于自旋波 

在有磁场时，费米液体中能够传播另一种类型的自旋波 （ B . n . Ch / ihh , 
1958). 这里，我们仅限于研究 A =0的振动，这时砧不依赖于坐标. 

当存在磁场时，“未被振动微扰”的准粒子的能量及其分布函数都与自旋 
有关.这些相互间的依赖关系可用下列公式表达（见 §3): 

-/3 ,<r * a , =/3/( 1 + G ) , (5.3) 

K = n 0 ( p ) ■ H = n 0 ( p ) + - ^ f .)/3 ,or - H . (5.4) 

式中是无磁场时的 能量； 下标 0 再次提醒这些表述项与平衡液体有关. 

我们再来寻求以波的形式表示的分布函数的微小变化部分，其形式为 
8/1 = 5( ^ - £- F )cr ' 

与此对应的准粒子能量的 变化： 

8i=cr • • e_ iv '. 

现在，在动理学方程中应当考虑带有对易子的项 （4.4) ;对与坐标无 
关的分布函数，方程取如下 形式： 


dt 


-8n 


i ^,n I =0. 


(5.5) 


精确到 M 的线性项，则有 

I = ~/3, I o* • //,6n ( £• - £： f ) 1 • H\ , 

这里的几个对易子由下式 定义： 

\ tr • a ,tr • b\ -2'ur • [fl x^], 

其中 j 为任意矢量 [ 见第三卷 （55. 10) 式];结果动理学方程变为如下 形式： 


iwM( n ) = ^-H x/>(#»), 


(5.6) 


式中符号的意义为 


p(^) =fi(n) + (5.7) 

在一般情况下，方程 （5.6) 的解可以展开为球函数丫^ ㈠ …”极轴沿^^的 
级数.展开式的每一项是具有固有频率的一定类型的振动. 

其中的第一个频率 o > aQ 是对应于# =常数的 振动； 并且 p= M (l +6), 于是方 
程（5.6> 归结为 


①在液体 s He 中 A = C _ &) <0( 见 U 页上的注释①）.因此，在这种液体中不可能传播这样的波. 
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这时振动垂直于场丄好） • 将方程分别写成分量形式（在垂直于 H 的平面 
内），并列出这个方程组的行列式，我们求得 频率： 


Woo =2^H/h. ( 5 . 8 ) 

应注意 一是液 体真实粒子的磁矩.因此，频率6>0„完全与液体的特性无关 • 而所 
有其它频率的值均与函数 G ( t ?) 的具体形式有关. 


§6粒子间有斥力的简并化近理想费米气体 


本节我们将研究简并化近理想费米气体的性质.这个问题具有重要的研究 
方法上的意义.虽然，作为平衡系，自然界中并不存在这样的气体.因为温度为 
绝对零度时，一切气体都要 凝聚. 但是，作为寿命足够长的介稳物体，可以存在 
稀薄费米气体.下面讲的理论中用到的近似，其特点是在远小于寿命的时间内 
该系统不会形成凝聚. 

弱非理想气体的条件是分子力的作用半径/ ■。小 于粒子间的平均距离/ ~ 
{ V / N ) u \ 对于粒子动量为 P 的情况，条件 r 。 <<丨及不等式 

P r ^fi « I (6.1) 

均成立.实际上，对于简并化费米气体可按公式 （ I . 丨）估算边界动量 p f .， 根据该 
式， P〆 卜 （ yv / vr /3 « l / r 0 . ■ 

在此，我们只讨论粒子对的相互作用 ，并巨 为了简单起见，认为这种相互作 
用叭 /•) 与粒子的自旋无关.我们的目的是应用里•子力学的微扰论计算热力学 
量按 r 。// 的幂展开的前几项.这里出现的困难是，粒子间的相互作用能在小距 
离上增加过快，微扰论（所谓玻恩近似）对于粒子的碰撺实际上是不适用的.然 
而，这个困难可用下述方法避开. 

在“慢”[满足条件 （6. 1) 即谓慢]碰撞的极限情况下，质量为 m 的粒子的相 
互散射幅趋于固定极限-«，这个极限在玻恩近似下由下列表达式给出[见第三 
卷 （126. 13) 式 ：：： 

-«= ~ 4 ^ U °' " o = |"( r ) d 、 (6.2) 

并且这个极限符合于（自旋为1/2的）粒子对的 5 态； 常数《称为散射长度①.因 
为这个量完全决定碰撞的性质，所以它同样也决定气体的热力学性质. 


①表达式 （6.2) 没考虑虽子力学的粒子全同性. Q 旋为1/2的全 同粒子 ，在悛碰撞的极限佾况下， 
散射只在自旋反平行时发生，并且在立体角 （ lo 内 （质心 系内）的散射微分截面是沿 f •球对 do 
求积分得到总截面 =8 ira : ( 见第二卷§ 137). 
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我们因此有可能运用下述所谓重整化方法.在形式上将真实能量 （/( r ) 用 
另一个有同一《值但允许应用微扰论的函数來代替.计算一直进行到（即近似 
到）最终结果只在散射辐中含时为止，这个结果总会与真实的相可作用导致 
的结果一致. 

—般说来，真实的相互作用半径，艽数量级与散射长度《相同.对于作为辅 
助概念而引人的虚构的场 U ( r ) ，玻恩近似的适用条件就是 fl « r 0 . 理论展开的 
真实的小参量，当然是 

以下我们不仅要用到％与 a 之间的一级玻恩近似关系[公式 （6. 2)]，而且 
也要用到二级玻恩近似关系.为了找到这个关系，我们提醒一下，如果在恒定微 

扰 f 的作用下，系统的某一跃迁概率在一级近似中用矩阵元、确定，那么在二 
级近似中匕0将代之以 

y + Y V ° n Vn ° 

00 4 e 0 -e/ 

这里是按无微扰系统的 各童子 态进行求和的（见第三卷 §43). 在这种情 
况下，我们所讨论的是双粒子碰撞的系统，粒子的相互作用 i /( r ) 就是微扰.对 
于粒子动量变化为 A ， p 2 —少：， 〆 （并且 P , + p 2 = 〆 + 〆 ）的跃迁过程，其微扰 
矩阵元为 

ip \ a \ ，/^ a 2 \ V \ p l a l , p 2 ( x 2 ) = y j 0( r ) e ~' pr / h d i x , (6.3) 

式中 P = 〆 -( 〆 由于相互作用与自旋无关，粒子自旋投影（用下 
标 a , ，《 2 表征）在碰撞时 不变. 动量为零时，‘起着矩阵元 ％/ K 的作用.因此， 
由一级近似过渡到二级近似时，％应以下式来 代替： 


y ? [ 


P\ + P2 ~P \ ~P' 
2 m 


(当给定 P ,， P 2 时，按 〆 求 和）. 因为在这种情况下，假设粒子的动量很 
小，所以可用动量 P =0时的矩阵元的值代替求和式中一切主要项中的矩阵元. 
做完这一步后.便得到下列散射长度的表达 式①： 


卜。 


因此，在同样精度下则有 


^[1- 


p] + Pi -p'] 


+ P 2 _P 


(6.4) 


(6.5) 


①在所有中阆公式中，我们写出的是按粒子动蛩的离散语求和，这些粒子都包含在有限的体积 K 
中••最终计算时，按惯例娃 m 对的积分代替求和. 
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<6. 4) 式屮求和式的发散性（当 〆 ，^很大时）与以常数值的矩阵元代替一切矩 
阵元柯关，但这个发散并不要紧，因为进一步利用这个表达式计算系统的能量 
时，反正会得到大动域不起作用的收敛的表达式.我们知道，慢粒子的散射长度 
«与粒子能嫩无关.公式（6. 4 )乍一看来与动量有关.但事实上这种依赖 
关系只包含在散射幅的虚部[适当规定求和方法便会出现这种情况——比较第 
二卷 （130. 9) 式].对这一虚部可以不必理睬，因为我们早就知道，最终结果总 
是 实的； 这个问题，我们还将在§2〖中讨论. 

在这一节里，我们将研究粒子间具有斥力相互作用特性的费米气体 模型； 对 
于这种相 Y 作用，《>0.气体£是在这种情况下才具有§1, §2中所描述的那 
种费米型的能谱. 


系统由具有成对相互作用的粒子（自旋为1/2的）所组成其哈密顿量用二 
次量子化方法可写成如下 形式： 




~ a ' fl 
2m pa po 


X ， /? 2 o: 2 >a 二 ,5 二入 aj a p _ 0| (6.6) 


(见第三卷 §64). 这里 a 二和 t 是动量为 p 、 自旋投影为 a ( a= ± + )的自由粒 

子的产生和湮没算符. （6. 6) 式中的第一项相应于粒子的动能，而第二项相应于 
粒子的 势能； 在第二项 ffi , 是按粒子的全部动盪值和自旋投影值求和，并遵从在 
碰撞时的动量守恒定律. 

根据粒子具有微小动景的假设，我们再次用矩阵元在动量为零时 的值： 
〈 OapOo ^ lt / IOapO %〉=%/ V 代替 （6.6) 中的矩 阵元. 其次我们注意到，在费米 
统计中由于算符弋 ^的反 对易性，算符乘积对下标的置换是反对 称的； 乘 
积也有间样的性质.结果 ，（6. 6) 式的第二个求和式中所有含相同成对 
下标的％，《 2 项都相互抵消了（在物理上，这与已指出过的情况有关，即在慢碰 
撺的极限情况下，只有自旋相反的粒子才能相互散射）. 

因此，系统的哈密顿量取如下 形式： 


式中在 1+ = a P(t 
- 1 / 2 . 





(6.7) 


%，，等等 ，而 下标+和-此后将分别代替+1/2和 


这个哈密顿量的本征值可用通常的微扰论算出来，并且 （6. 6) 式中的第二 
项可以看作是对第一项的小修正.第 一 项已有对角形式，它的本征值等于 



I 


h 


( 6 . 8 ) 
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这里〜 a 为状态的占 有数炎 

相互作用能的对角矩阵元给出上式的一级 修正： 

虾 ) Z (6-9) 

V F\P2 

式中 ^ n pit ，等等. 

为了找出二级修正，我们利用微扰论的熟知公式 

r <2) _ Y ' I 匕 " |2 

〜 -A Y ~^ r ， 

m n m 

其中下标 n ， m 标志非微扰系统的状态. 

经简单的计算（运用算符 apj / ud 知的矩阵元）得出如下 结果： 
v ^ 1^2 - ( 1 -心）（1 - ri ' 2 .) 

2^ ~ / 2 2 7i >^\ /^ . (6. I 。） 

V P,P2P\ (P\ + Pl~P 1 ~P 2 ) /2w 

此式的结构是十分明显的 ：跃迁 P 1 ， p 2 — 的矩阵元的平方与状态 p ,， p 2 
的占有数及状态 〆 的空位数成正比. 

(6.9-6. 10> 式中的积分（/。应当用真实的物理量（即散射辐） a 表示出来. 
在二级项中％可按（ 6 . 2 )式计算，时在一级项中则需要用更精确的公式 （6. 5). 
将计算值代人，我们得到对 a 的一级修正 

也⑴ 2 H (6.11) 

V P\P2 

和二级 修正： 

e (2) _2 m . g 2 y n i > ^2 - [ ( 1 - OO _ O -】] 

P > yt-Pi Pi + p 2 - p '] ~ p '\ 

(为简单起见，我们在中间的公式里引入了气体粒子的“耦合常数”②度 = 
将分子中的表示式展开，我们会看出分子 中四个 n 乘积的项可以相 

fit f 

消，因为这些项的分子对于川 ， p 2 和 〆 ，/ 2 的置换是对称的，而分母是反对 称的； 
但对这些变量求和却是按对称方式进行的.所以，最后我们 得到： 


2 mg 2 y n \ * + n 7.) (6. 12) 

V P1.P2.P ： Pi + P2 l 2 

这个求和式已经收敛（其中当 p —00 时，所有的 《 p „—0〉. 

运用已得的公式，首先可以计算基态的能量.对此，应当假 设：费 米球内 


① 脱设粒于具冇确定的 R 旋投影值，我们即假 定统计 矩阵也获得对，角 形式； 这时， 
«= *+ 的邊数 就是它的对角元索. 

② 散射辐宽整化后，这个歌就绝+与公式（6.2> 中的常数％相间了！ 




粒子间有斥力的简并化近理想费米气体 


「 P < h = a (3 TT 2 / V / l /)" 3 ] 所冇的〜。都等于1,而费米球外的都等于零.因此 
我们 指出： 虽然在起初的哈密顿量中算符乘积的本征值给出了气体粒子 
本身状态的占冇数 ，伹借 助微扰论将哈密顿量对角化之后，就与准粒子的分布 
函数（同以前各节，仍用表征）有关了. 

注意到 X S =/ V /2, 由（6.1】）式得到一级修正 

^ 13 =gN 2 /4V. 

在公式 （6. 12) 中，我们对 

7^ T^ 8 ( Pl +P2 ~ P ' 

取积分代替求满足条件 A = 〆 + 〆 的三个动量之和而使得 


,( 2 > _ 4mg~ V r HP 

’ u _ _ (2 TTh ) 9 1 — 


HPl +P2 ~p\ -〆) 


dV , d > 2 d 3 /)； d '/>2, 


y n f、9 2 , 2 ,2 iZ u 尸 "2 ， 

(2 TTfi ) J p } +/? 2 一 P t - f ) 2 

而旦是对〜，/矣 /> P 的 K 域进行积分的.算出积分①便得到如下的基态能量 
的最终 结果： 


10 Pv a 
9^ ~h 


+4 i ^( T ) 2 j . ( 6 」 3 ) 


式中括号前的量为理想费米气体的能量（黄克逊，杨振宁， 1957). 

绝对零度时气体的化学势，可定义为微商# = ( d ^/ d / Vh ; 用边界动景心表 
示的化学势具有如下 形式： 



t 4 p v a ! 4( 11 -21 n 2) iPyQ - 

+ 3^ X + 15^ IT" 


(6.14) 


根据朗道理论的一般原理，元激发谱 s ( p ) 和准粒子的相互作用函数 
/„ a .( P ， 〆 ） ②可以用总能景对准粒子的分布函数的一级和二级变分来确定.如果 
将能量£：写成按和 a 取离散和的形式.则根据定义有 


= X e a(p)^> n p a + S f na (P^P')^ n pa^ n p- a - (6. 15) 

P。 ^ Y pn.p^' 

(对能量取变分后，〜 a 应当用下述数值来代 替：在 费米球内等于1，在球外等于 
零）.然而不必用这种方法去计算准粒子的冇效质堡‘，因为它可以用更简便 
的方法求出来（见下）. 


为了计算函 数人。 ,(/ N〆 ） （在费米面 L ), 我们对 （6. 11—6. 12) 的求和式进 
行两次微分，然后令 />=〆 = p F . 进行这一简单的汁算后，并将求和变成积分， 
可得 


① 实际上，按另一种顺序迸行计算，即首先计笄函数/是比较简单的（见下文）. 

② 本 V 』中的矩阵人 〆 />,/»') 是两对下标 U ,/? 和 y ,5> 的对角矩阵 w (/> 〆 ）元素的集合. 



第一章正常费米液体 


- d 3 /), d 3 p 2 


^ 4m〆 f f HP +P' ~P, -P,) 

八加） 1 -硕 n - n ;「 + 

HP +p t -p' -Pi) +HP' +P t -p -Pi) ,3 ,3 

+ ^>1) - d … ” 

f" (/» ， 〆）=/-- (p,p ')= 

_ 2 mg 2 r S(p +Pi - p ' - p 2 ) + S ( P ' + p { -p ~ p 2 ) 
( 2 贯方) 3 ) p ] - p \ 

这两个公式中的积分，由于积分重数少而比较简单. 

最终的结果应当是 （2. 4 )的形式，它与 A 旋量子化轴的选择无关. 
(2. 4 )的最后形式由下列公式给 出： 




•fay ,0S ~ 


n - 


27 raft * 


_ 



1 + l a .pl 

1 + 

2 + C ° 3 ^ In 

sin 

2 

irh 

^ + n ln 

2 sin ^ l - 

. 分 
sin — 

L 

l 2 

2 JJ 




(6. 16) 


式中旮为矢量; ^与 〆 .间的夹角 （ A . A . A 6 phkocob ， M . M . Xa/iaTHMKOB ， 1957) ①. 
因而对公式 （ 2 . 12) 取积分便得到准粒子的有效质量，它等于 

^ = ( 6 .⑺ 

由公式 （2. 17 ) _ pJ 以求出气体中的 声速: 

卜 H 8 卫 1 ^ mi .(-) 

然后将 “ 2 m // V (这里以 / V / y 代替心的表达）对 dA ■'求积分，根据 （2.13) 式我 

们可求得气体的化学势，这时对 dW 再积 分-次 便得到基态能蛩的表达式 
(6.13). 


公式（6.13)是气体能量按“气体特征参量” ?7= 〜„/1^ / ^广的幂展开 
的前几项.采用类似的即使是非常繁琐的计算，还能得到一些随后的展开项. 
因为在费米气体的情况下， H 重碰撞对能量的贡献是比较商级的近似.在三重 
碰撞的粒子中，至少冇两个粒子具有相同 的岛旋投影； 这时对于这两个粒子系统 
的坐标波函数应当是反对称的.这就是说，这些粒子相对运动的轨道角动量至 


① 函数 （6.16) 当》? = 71时将变为对数发敗.这种情况与所作的忽略有关，吏梢确的 研究证 明 ，虽然 
1? = 7：的值确实是函数的奇点， fp . ftfi 数在这 ... 点不趋向无穷大而趋于零 （见 210 页的注 解）. 公式 （6. 16〉 
在办= 7附近不适用.这对今后的应用是无关紧要的，因为在应用中出现的积分在该点是收 敛的. 




§6 粒子间有斥力的简并化近理想费米气体 
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少等于态）.相应的波函数与$态的波函数相比，包含多余的 〆 的一次 
幂（见第三卷§33)，因此，这种碰撞的概率应该包含多余的 p 2 , 也就是说与不遵 
从泡利原理的粒子“正”碰撞的概率相比，要减弱到 （ Pfl / W 2 倍.因此，三重 
碰撞对能 M 的贡献只在含有体积的 n _ 2/3 的那些项中.换句话说，能量展开 
式至数量级 


为止的所有的项[即在 （6. 13) 式中已 写出的项之后再加三项]，均可单凭一些粒 
子对的碰撞特征最表达出来.但是，在粒子对的碰撞特征童中不仅有馒碰撞[如 
(6. 13)] 的 s 散射辐，而且也有它对能童的微商以及/>散射辐. 




r = o 时费米系统的格林函数 


§7宏观系统的格林函数 

上一节所用的方法显得烦琐，在微扰论的高级近似中实际上已不再适用.由 
于在实际的物理问题中，粒子之间的相互作用绝不是微弱的，因而这种方法的缺陷 
就31加突出.于是，为了阐明宏观系统的各种普遍性质，需要研究微扰论级数的无 
穷项的集合. 冇一种 类似量子场论中所采用的数学技术可以克服这类困难. 

这种数学丄具的具体形式与需要运用它的宏观系统的性质有重要关系.本 
章的以下儿节，将阐述绝对零度吋费米液体的数学工具的发展①.在这里讲述 
的目的，不仅在于把方法实际应用到给定的客体上，时且也要表明这个工具大体 
是怎样建立的. 

作为这个工具的原始资料，是二次量子化的6算符，它们的性质在堡子力 
学中已经讲过（见第乏卷§64, §65). 现在我们要用到作为时间显函数的海森 
伯绘景中的算符.所以，将阐述这种绘景中少算符的某些性质. 

我们研究由自旋为1/2的粒子所构成的系统.根据这种情况，应给0算符 
加上表明 Q 旋投影值的下标.此下标取遍 ±1/2. 按以前的做法，我们将用希腊 
字母表示自旋下标，而列出两个重复下标表示求和. 

根据一般规则（见第二卷§ 13) ，海森伯绘景屮的任何物理 置算符 /(«) ，都可 
以按照如下形式用（薛定谔绘景中）与时间无关的该物理量算符/表示出 來②： 


① B . M . ra ; iHi ； K 油和 A . MMra ^( 1958) 系统地建立了这种数学工具. 

② 为了把公式写得简卑，我们将广泛地采用董子常数； i =丨的申位制（因此动贵具有 c m • 1 的最钢. 
而能锗 具有 s ' 1 的 S 纲）.要从这种苹位制变到通常的单位制，公式中所有动蛍 P 和能蛍£都应代之以 
p/fc 和 E/h. 在这一草里就特別要采用这种单位. 




宏观系统的格林函数 


f ( t ) 如 

式中 P 为系统的哈密顿量. 

但是，此处将对这个定义作些适当的修改.因为，在不给定系统的粒子数 iV 
而给定化学势 M 的情况，用量子统计学研究系统的状态比较方便.这时，系统处 

于 r = o 时的基态可定义为算符#具有最小本征值的状态. 

H ' (7.1) 

(而+是给定~的那种 P ). 实际上，系统 （ 当给定斗值时）处于能 M 为 I 和粒子 
数为'的状态的概 率是： 




= exp — 


[见第71：卷 （35.1) 式];这里为算符 々的 本征值，我们看到，当 T = 0 时，只是 
为最小值的状态®. 

所以，可用公式 


也 （ M *) = e ,,； > 0 ( r ) 


(7.2) 


^： U . r ) = e iW V ；( r ) e - i/r< 

来定义海森伯绘景中的* A 箅符.我们将用大写宁母少来表征海森伯绘景中的少 

算符，而用小写字母一表征薛定谔绘景中的少算符. 

薛定谔绘景中的少算符满足熟知的对易规则.而对于取不同时刻《和的 
海森伯算符的对易子，却不能以普遍形式算出来.但是当《 = ^时，海森伯算符的 
对易规则与薛定谔算符的对易规则是相同的.例如，根据规则 

i a ( r )ip ( r ') + 心 {r')\j) a {r) -8^h(r-r '), 

可以得到类似的 规则： 

= M ( r -，）， (7.3) 


所以： 


卞 a U ， r) 》 e (t ， 〆) + ^ p (ty)^ a (t,r) = 0 , 

KUy )^；( iy ) =0, 


(7.4) 


①如同 //— 样，我们将称箅 //' 为哈密顿 fi . 
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将定义式 （7. 2) 对时间取微商，我们求得海森伯算符满足的方程： 

= 々，耗 (f ， r) ( 7 . 5 ) 

[见 第三卷 （】 3.7) 式] • 

对于任何守恒量算符（即同哈密顿量可对易的算符），海森伯绘景和薛定谔 
绘景是等同的.例如，哈密顿童本身、粒子数算符 （ 当然粒子数也是守恒量）都是 
这类算符.这些算符用薛定谔算符或用海森伯算符表达都一样.于是，粒子数 
算符 

J ir)i a {r)^x = j (t,r)^ a (i,r)d"x. (7.6) 

相互作用粒子系统的哈密顿量为 

fr : fr w + r {,) + r i2) + …， 

^ ，<0) = ~2^ | («,r) A^ o (/,r)d 3 x -fiN, 

y (l) = / ^ ： U,r)U (,) (r)^ a (t,r)6 3 x, (7.7) 

^ <2) =Y j ^ ； ^y)KUy)U w {r-r')^ a {ty)^{t,r)^x^x\ 

这里义⑼为自由粒子系统的哈密 顿量； f ⑴为自由粒子与外场"⑴ （ r ) 相 

互作用算符； P ⑺是粒 子对的相互作用算符，其中" <2> (/•- 〆 ）是两个粒子的相互 
作 用能； 省略的各项是三重及三重以上的相互作用[见第三卷 （64. 25) 式].为 
简单起见，假定所有的相互作用都与粒子的自旋无关. 

(7. 5) 式中 斤与 必的对易子，可以用规则 （7.3 — 7. 4 ) 算出； 其间岀现的5 
函数被积分消除了.结果得到了如下形式的关于少„(<,/>)的“薛定谔方 程”： 

土丟必 。 “ 〆 〉 = ( + " ⑴⑺ ）<(“ r ) + 

+ / % {r . ^ a (t,r) (7.8) 

在所讲述的方法中，宏观系统的格 林函数 概念起着基本作用.它由下式定义①： 

心 ( n ) = - i 〈7^( A )》/ U 2 )>. (7.9) 

为简略起见，今后用 X 表征时刻 t 和点的径矢 /■ 的总体.角括号< …〉表征按系 
统基态的平均值（代替较烦琐的对角矩阵元记号〈 01 ." io >). 记号 r 是编时乘 
积的标志后的算符应按时间增长的次序从右向左排列.同时，在费米子 


①这个定义类似于设子电动力学中析确的格林函数（传播子）的定义（见第四卷§ 103, § 105). 



宏观系统的格林函数 


的情况下，置换 一对少 算符应随之改变乘积的符号（与原先书写乘积时的排列 
相比较）.用显形式表达，即为 


( 7 . 10 ) 


f-K 么(夂）命;（尤 2 )〉， >^ 2 ； 

^ . ( 7 . 10 ) 

I ♦⑷武(界)>， 

现在我们来指出格林函数某些明显的 性质. 如果系统不是铁磁的，也不处 
于外场中，则格林函数的自旋关系归结为单位 矩阵： 

G^iX^X,) =W"I 2 ) (7.11) 

(任何其他形式的依赖关系均需标出空间中的选定方向——自旋量子化的 z 
轴〉①.由于时间的均勻性，时刻《,和仅以差的形式 f =£, 出现在格林函数 
中. 此外，如果宏观系统在空间是均匀的，那么两点的坐标也仅以差的形式 
/■ = /*, - r 2 出现在格林函 数中. 换言之，在这种情况下 

= S O 0 G ( X ), X = X ,- X 2 . ( 7 . 12 ) 

我们强调一下，微观均匀性的意 思是： 假定物体不仅本身的（宏观）平均密度是 
均匀的，而且物体的粒子在空间不同的（微观）位置的概率密度也是均匀的.这 
种物体正是液体和气体（但不是固态晶体）.由于它们是各向同性的，所以 
; G ( j , - r ) •说到这里我们再一次强调，这时函数 G («,0, 按其本身的定义 
绝不是 f 的偶函数.就这个意义上 说乂和 Q 在差-« 2 中的次序是很重要的. 

系统中粒子坐标的密度矩阵，定义为平 均值： 




( 7 . 13 ) 


知道了这个矩阵，就能求出关于单个粒子的任何量的平 均值. 实际上，令 I 为 
某个“单粒子”算符，即形为 

2/^ (7-14) 

a 

的算符，式中/；^是只作用在一个（第 a 个）粒子的坐标和自旋的算符，而求和是 
遍及系统的全部粒子.用二次量子化的工具可以把这个算符（在海森伯绘景中） 
写成 

匕 ⑴= f 令 : (t,r)/ fiy ^ y (t,r)d 3 x ( 7 . 15 ) 

[见第三卷（6 4 .23)式].由此可见, F 的平均值可用密度矩阵的术语表示成如下 
形式： 


①这个说法需要解释. C 3 旋分 M 是 一阶逆 变旋量（在这个意义上说，若采用带有上标 a 的记号 

& 更为合适），而分晕是协变旋®.所以 C 必是二阶混合 旋量. 二阶单位混合旋贵就是 5n<r 
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⑺=_ ⑻心， （7,16) 

式中为作用在坐标^的算符（应当/+:算符作用之后，时在积分之前取 r 2 = 

根据 （7. 10) 式.密度矩阵用格林函数表达为 

Po 0( r " r 2) = ~ » r i J^l + 0 » ^2 ) - (7.17) 

今后凡取^十0形的函数宗量记号，均指宗最有从大于方面趋于^值的极限.取 
这个极限可以保 证少算 符的正确次序，它与 （7. 13) 式乘积中算符的次序相同. 

对于微观均匀系统，密度矩阵只依赖于差 r= ri - r 2 ，当与自旋无关时= 
〜 P ，并目- 

p ( r ) = -~ G(t = -0， r ). (7. 18) 

这电，根据 （7. 12) 式，引用函数 G (. Y , - A ： 2 ) = GU ) 代替 G 0 ,( X ,, X 2 ). 当 r , =厂 2 

时，并按自旋变量取迹之后 ，（ 7 . 13 ) 式中的算符的乘积变成 t ^； ( 系统中粒子 

数密度算符）.所以，物体的平均密度 

■y =2/ Vp (0) = -2 iG ( t = -0, r =0) (7.19) 

G 从小于方面趋于零）.这个等式把 r = 0 时的化学势#(6同从的关系是将后 
者作为参量）与粒子数密度 / V / K 联系起来了. 

闲数的傅里叶展开，确定了粒子按动量的分布① 

/ V (/0 ， r 2 )e -x 2 )= 

=-« f G ( t , r ) I (7.20) 

这就是单位体积内具有一定的自旋投影值并且动 1 在 d 3 />/(2« ir ) 3 [ K 间内的 
粒 子数. 我们强调，这里所说的是真实粒子，而不是准粒子（后者在所讲述的工 
具中还没有出现！〉 • 这里引用记号 / V ( p ) 以区别于准粒子的分布函数《(/0. 

今后，我们通常要和动燈表象中的格林函数打交道，它定义为函数 G { t , r ) 

①我们提解一 F , (见 第三卷 S ! 4 ), 单粒子的密度矩阵是如卜'的 积分： 

P< r i ,rj) = J { r 2 ,9)^( r, , 9 )dv, 

式中少（ r ,<?) 为整个系统的波函数.其中/■表示一个粒子的柃矢.而 9 为 . H ; 余所有粒子的坐标的总合，因此 
是对积分•密度矩阵的博! }!. 叶分设与下式相问： 

j I j ^( r . q )^ r 6 \ x \ 2 dq . 

因而得到密度矩阵与粒子按动贵分布的关系. 
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按《和|"的傅里叶展开的 分量： 

GU,r) = j G( ( o yP )e ipr -^^^ (7.21) 

G {( d , P ) = j G ( f ， r ) e”Wt (7.22) 

粒子按动量的分布，是通过这个函数并由公式 

^( p ) = - i lim f G ( co , p ) e - t,u '^ (7.23) 

表达.这个公式是将 （7.21) 式代人 （7.20) 式得到的.它的归一化表成公式： 

，餘=《.， （ 7.24) 

这就是在动量表象表述的条件（ 7 . 19). 因此，分布 /V(p) Q 然正确地归一为： 

我们指出 ，（ 7 . 2 3—7. 2 4 )式的积分所取的极限等价于复变量 w 平面内的一 
定绕行 规则. 因为有£<0的因子 e ~’ w '存在，便能用 w 上半平面内无限远的半圆 
周来封闭积分路线（实轴），于是积分便由函数在这个半平面内的诸极 
点的留数所决定. 

§8依格林函数确定能谱 

就微观均匀系统來说，对于具有一定 能量和 动景值的定态，容易求出海森伯 
算符的矩阵元与时间和坐标的关系. 

我们用通常的指数因子给出与时间的关系： 

{n\^Jt,r) lm> = e' u ^ (n\^ a (r)\m). (8.1) 

但是，由于海森伯々算符是利用哈密顿量沴定义的，所以 
〜 /V n -/VJ. 

根据算符的一般性质，算符士使系统中的粒子数减少 1( 而少 + 使粒子数增加 
1). 所以，在矩阵元 （8. 1) 中 / V n -1，因此， 

⑴_ = E „( JV ) - t 二 （N + I ) +綷， (8.2) 

这 M ， 处于相应态中的粒子数是以宗跫形式表示的. 

为了求出对坐标的依赖关系，我们指出：由于系统的均勻性，当相对于系统 
移动任一距离/•时，它的 少算符 的矩阵元不会改变.但是，这并不意味矩阵元根 
本与坐标无关.因为夂„(0与在一个给定的 r =0 点的值夂„(0)的区别涉及两 
个原因••一是与相对于系统本身移动的距离 r 有关; 其次与观察点向空间另—处 
的位移有关，这时也改变波函数的相位.为 T 消除波函数位相的这个变化，我们 
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把系统移动一矢量 - r ， 也就是把平移算符 

T ( - r ) = e - ir ' ； 

作用到系统的波函数上[式中卢为系统的总动量 算符； 见第三卷 （15. 13) 式]. 
经这些运算之后，观察点又回到起始的空间位置，但仍然相对于系统移动了矢量 
r , 矩阵元对于这种变换的不变性，可用下列等式 表达： 

( n \ ijf a (0) lm > = ( n \ e ,r ' F ip a ( r ) e ' ,r ' P \ m ). (8.3) 

如果系统处于 n 和 m 态上具有确定的动量和，那么 
< nl ^ a (0) lm ) = e , knn ， ( n \ tj / a ( r ) lr »> , 

因而， 

( n \^ a ( t , r ) lm ) = e iU "- , - k -* r > < nl ^ tt (0) Im ), (8.4) 

( nl^J ( t , r ) Im ) = ( m \^ o ( t , r ) U ) * , 

式中 

用这些公式可以得到格林函数在动量空间的重要展开式，它使格林函数的 
物理意义更明显了. 

由于函数 GG ， r ) 的“不连续”定义.在计算 G ( w ) 时应把 （7. 22) 式中对山 
的积分分为由到0和由0到 ® 两个积分.在第二个积分里（即 f - t 2 >0 
时），根据矩阵乘法规则将定义 （7.10) 展开，我 们有： 

GU ， r ) -y Z < OI ^(^) lm )< ml ^；( J 2 ) IO > 

(按系统的全部量子态求和）.将 （8. 4 )式代人此式，并注意到在基态时/>。=0, 
我们 求得： 

GU ， r ) = -y X I 〈01 之 (0) I 矶〉 — 〜 (8.5) 
式中叫 - E n (N + \) 

在 （7.22> 式中[其中 G ( t ， r ) 由 （8. 5) 式确定]对空间取积分，可以在求和式 

的每一项中得到 S 函数 Hp - pJ . 而对山（< >0) 积分时，为了保证收敛，需给 

w 增添一个无限小的正虚部，即以 to + iO 代替 w ①.于是 得到： 

00 

I G(L ， r)e^ ^ r) d\dt=^ - ^ I (01^(0)^) \^ Hp ~ P ^- 
i 2 « (o+(o Qm +10 

同样，可以算出对 df 由 -00 到0的积分.当£<0时，代替（8.5)式，有 

C(t.,r) =~ ^ |<X(0)IO>| 2 e ,< 〜-〜.， > ， (8.6) 

①这种手续类似于 M 子电动力学中计笄格 林函数 的方法（对照第四卷 §75). 
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式中⑷ o = M / V _ l )- 瓦。（々） +— 现在算出由到0的积分，并将两个积分 
加在一起， 可得： 

r( 、 ( 2-tt) 3 v f -P m ) 

( o >, p ) — x L + 7 + e o (7v) -£" m (/vri) + io + 


式中的 i 己号 


+ ( o+fi + E m (N-i) -E 0 (N) -iO 


,(8-7) 


夂 H 〈 OlA (0) lm >| 2 ， fi m =|< ml ^(0) IO )| 2 . (8.8) 

这就是所求的展开式①. 

我们引人激发能的 记号： 

义 0 : EJN + ” - E 0 ( N ), e 1 :、= E 0 ( N ) - EJN - l ). (8.9) 
它们由一定粒子数的系统的激发能级与多一个或少一个粒子系统的基态能 
级之差来确定.上标 （ +)和（ -) 表示这些 能量： 

>弘， £、„、<& (8. 10) 

实际上，只要注意到 fe ' o(^v + 0 - £ 0 (^)- a £ 0 / d ^= M(r = o 时的化学势），就可 
以写出，例 如： 

总 + > =EJN + \) - E 0 (N + \) + E 0 (N + \) - £ 0 (/ V )- 
- [£ m (yv + D -£ 0 (iv + i )] 

但根据基态的定义，方括号（其中两个能量都属于粒子数相同的系统）中的差是 
正的，因而得出 >/ x . 以后我们还要研究定义 （8. 9) 的意义. 

在求和式（作为0的函数）各项的分母中，用添加±10来表示各该项极点的 
移动，这等价于按下列规则②出现的 S 函数型的 虚部： 


—= P - Ti 1 r 5(,), 


( 8 . 11 ) 


把这个规则应用到 （8. 7) 式，我们便求出格林函数的 实部: 


ReG( w，/0 =4 tt 3 ^ 


P 






( 8 . 12 ) 


以及它的虚部（这里应考虑到所有的差 < +> -/ x >0 .而所有的差 4"° -^<0)： 


① &子场论中类似的展开式.称为 Kalkn - Uhmarm 公式（对照第四卷§104, § 111). 

② 对照笫三卷 （43. iO ) 式.记号；> 表示当将形如 /( ：*〉/(* + iO ) 的表达式取积分时，该积分垛理解 
为主(&的 意义： 

/-» 何⑻ 

笫一 -项是从上边（或从卩边）沿半圆周环绕极点 x = - iO (或 * = i 0) 时产牛的. 
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-4 ir 4 V / l m 8 (p - p m )6( 


- fi ：：. +> )， 当> 0; 


ImC ( a ) , p )= 


47 i J 2 + P m )5( + 〆 -£•?)， 当 w < 0. 


(8.13) 

由此可见.总有 

signImG ( w ，/0 = - sign w . (8. 14) 

现在我们也要指出缉 » 时函数 C ( w ， p ) 的渐近行为.根据 （8. 7) 式有 

G{<o,p)^ X [KHP-PJ +1&(”/ ^)1. 

容易证明 J / o ) 的系数等于按 r , -/ v 展开 

\{^ a {t,r,)^ ： {i,r 2 ) + ^；(£^ 2 )^(/,^)} = 6 (^ ~r 2 ) 

的傅里叶分量，即等于 1. 因此 

0 ((o t p )—*\/ co , 当 Iwl —*■«. (8.15) 

动董表象中的格林函数的主要性 质是： 它的各极点只能位于 o >=~ - M 的 
各点上，这里 I 是用上述方法确定的系统的离散激发能.其中每一个能量都对 
应于系统一定的动量值厂,，这表明格林函数的每一个极点项中都存在相应的5 
函数. 

然而这里使我们感兴趣的是宏观物体的格林函数.就是说，当给定有限的 
比值 / V / K 时，要研究体积 V 和粒子数； V 都趋于无穷大时的极限情况.在该极限 
情况下，系统能级间的距离趋于零，这时函数 G (如, p ) 的极点将汇合在一起，并 
只能断 定：在 系统激发能可能值的连续谱 区域 内取值 W 时，该函数才有虚 
部.但是有些激发例外，在这些激发屮宏观系统的总动量 p 可以只用具有确定 
色散规则以/0的一个准粒子来描述（注意系统处于基态时/> =0); 这些能量值 
对应于格林函数的各孤立极点. 

如果动量是由若 f 个准粒子的动量组成的，则系统的能量就不能由 p 单 
值地确定，因为系统给定的动量可由诸准粒子的动量以不同的方式组成，并且这 
些准粒子的总能量取遍一系列的连 续值； 而对所有这些状态求积分便消除极点. 
所以，准粒子的色散律 [B • ；1 • Bohh - BpyeBMH ，1 955 ] 决定于方程 

G ' ] (e - fi , p ) =0. (8. 16) 

我们着重指出，按照 （8.9) 式求激发能的方法，正好相当于朗道理论中准粒 
子能菫的定义.事实上，能量兹是给系统增加一个粒子时能量的 变化; 我们 
把所有这种变化都妇属为一个准粒子，就可根据 （1.3) 式求出心同样，以^是 
从体系中取出一个粒子时能量的变化，因此必 _> 是被取出的准粒子 能量. 所以 
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自然是<#，因为在朗道理论中，准粒子只能从费米球内部被太•掉 <!>• 

由于所有列人展开式 （8. 7) 中的激发态，都是从基态上增添或去掉…个粒 

子(具柯 f 自旋)而得到的， M 然，对于费米子系统，格林函数的极点只能确定 

费米型的元激发谱.玻色支怎样确定，将在下面的§ 18中论述. 

借助具有 e 与 P 的一定关系的准粒子概念来描写宏观体系的能谱，只是一 
种近似的描写，它的精确度随 k -/ xl 的增大而下降.对独立的准粒子图像的偏 
离，是格林函数的极点在复数域内移动时出现的，这时 dp ) 变成复的.根据 .f 
子力学的一般规则（见第三卷§ 134 ) ， 复能级表示系统激发态的寿命 T 是冇限 
的 d ) • 数值 e 本身，是描述准粒子能量值的“弥散”程度（能级 
宽度）的.当然这种解释仅在虚部充分小即 llm << U 丨的条件下才有意 
义.在§丨中曾说过，这个条件实际上对于系统的弱激发态成立，因为 llm ^1 oc 
1/ t « (p - pr ) 2 ，同时 He (e ~ fi ) « \p ~ p F .. 

Im e 所需的正负号，由格林函数虚部的符号规定来保证.其实，这个函数在 
自己的极点附近具有如下 形式： 

G(w,p) — Z - ( -s, ( 8 . 17 ) 

OJ +fjL €{p) 

并 il 常数 Z >0, 这是由展开式（8.7)中系数/^，1的正定性得出的；与£子电动 
力学一样， Z 通常叫做 重整化 常数.格林函数的虚部为 


(8.18) 


川 1 - TT. 

| 0 ) _ 公 | 

注意，该表达式与数值 cu = e M 有关，把它的符兮与规则 （ 8. 14 ) 作对比，便得出 

Im ^ <0 当 Re £• > a , 

(818) 

Im e > 0 当 Re £■ 

实际本应如此，因为在 （ 8 .9) 式中的必 + > 和夂- > 两种情况下， $ 的这种符号相 
应于给激发态能量补加一个正确的负虚部. 

关于格林函数的解析件质，我们在§36中还要讨论，那里 ，一 开始便对任意 
温度的一般情况来研究这个问题. 


§9理想费米气体的格林函数 


为了举例说明上一节所讨论的普遍关系，我们来计算理想费米气体的格林 
函数. 


① 应 当注意，在准粒子能屋必 >的定义中，系统激发能级是带负 号的. 与此相关还有 ：这些 准粒子 
的动 fi/>= .这一点由展开式 （8.7) 的相应项的 S 函数 S(p +/»„ ) 中便可 看出. 




时费米系统的格林函数 

薛定谔费米0算符，总可以按函数 tJrw ) 的完全集合展成如下 形式： 

允⑺= 2 〜為“ r ，°"). (9. 1) 

PC 

函数 h „( r ，(7) 是动量为自旋投影为 o ■的自由粒子的自旋波函数，即按平面 
波 

^ pa ( r >0') = V '' /2 u 0 ( o -) e ，p ' r (9.2) 

的集合展开[\( a ) 是用条件 m 0 u ； =1归一化了的自旋 幅]; 这样选取的函数 
少,„与系统中粒子的真实相互作用无关. 

但是，对于无相互作用的粒子系统，也可以把海森伯少算符写成显形式.在 
这种情况下，由薛定谔绘景过渡到海森伯绘景，可归结为对 （9. 1) 中求和式的每 
一项引人相应的时间 因子： 

： Z ( i ，)小 (9.3) 

这一点是不难证实的，只要注意到海森伯算符的矩阵元对 i - +/的任何跃迁都应 
包含因子 exp [ - i (£； ，这里分別为初态和末态的能量（在这种情 

况下，就是哈密顿量^ 的本征 值）. 对于在;^态中粒子数减少1的跃 

迁，能量差 : p 2 /2 m - m , 因此上述要求便得到满足. 

但是，更为方便的不是按定义 （7. iO ) 并用 （9. 3) 式来直接计算格林函数，而 
是首先将这个定义归之与其等价的微分 方程. 为此，将函数(冬对 q 微 
商，此时要考虑该函数在^ =« 2 点是不连 续的. 实际上根据定义 （7. 10)，函数的 
跃变 

= -><^^1 («.^ 2 ) +^； («, , r 2 )^ 0 (h .尸 ,）>. 

或由于 （7.3) 式① 

[ = - 15^5( r , - r 2 ). (9.4) 

在求微商时，由于存在跃变将出现 [ C 」 S( fl ^ 2 )的项.所以 

A 

= - { x z )) -r i )h(t l - t 2 ). (9.5) 

对于自由粒子系统，海森伯 ( A 算符满足方程 



L 对照 （7.8) 式].将这个微商代入 （9.5) 式，并再运用定义 （ 7 . 10), 我们便得到 

①我们强调一下，这个跃变的大小根木与粒子的相互作用无关！ 




§10 费米液体粒子按动量的分布 


格林喊数的 方程： 

(i 含 +盖 ) =8(05( r ). (9.6) 

这里已假定 G 二 =5_ G (<>> ，而 G 的上标 （0) 代表粒子之间不存在相互作用. 

现在我们对此方程进行傅里叶 变换： 

(<w _&+//■) G (。) (a ； ，卩 ）= 1 . 


由此确定格林函数时，应给 w 增加一个无限小的虚部，以使 G 的虚部具有 
正确的符号[适应于 （8.14) 式]: 


G 


(0> 


((0,p ) = 


夕2 

2m 


+ /i. + iO - sign 


(9.7) 


这个表达式的极点是在 = pV 2/ n 的附近，其根据 是：在 理想气体中， 
准粒子与真实粒子是一致的.理想费米气体的化学势 p = p 2 F /2 m . 对于弱激发 
态， P 近似于 Pk ， 因此可使 P 2/2 w*=/_t + v F (p - p F ) (其中〜 = p F / m ) ，于是对这些 
态可将格林函 数重写 成如下 形式： 

^ <0) (o),p) = [ 6> - Up(/> -p r ) + iO • sign to] (9. 8) 

当函数参与任何积分时，其分母存在无限小的虚部只当接近极点[即当 
- p F )] 时才重要.在这个意义上，可以把 （9. 7) 式中的 sign W 换成 
sign ( p -/> r ) ，并将 G ( l >> 写成如下 形式： 

G (0) (a),p) = [ (o - p 2 /2m + iO - sign(p - p F )] _1 . (9.9) 

这种代换的重要性在于在 （9.9) 式中 C (<>> 是复变数 w 在整个平面内唯一解析的 
函数，并且可以运用解析函数论方法去计算积分. 

这样，为了计算积分 （7. 23)( 粒子按动量的分布），在不等于零的负 f 情况 
下，我们用上半平面内无限远的半圆周来封闭积分路线的实轴 ）（ 之后可以 
取£=0).积分 






2 tt J 0 ) - p^/lm + iO ■ sign(p - p e ) 

现在可以用被积式在卜.半平面内极点的留数来决定.当 p >&时，这种极点就不 
存在了，因此 / V ( p ) =0. 如果 />< p f .，则我们求得 / V ( p ) =1——对于理想费米气 
体的基态，本应是这样. 


§10费米液体粒子按动置的分布 

关于费米液体的格林函数，当然不能像对费米气体所做的那样算出一般形 
式来.但是，在§〗中已断定费米液体具有所描写的能谱类型，表明费米液体的 
格林函数在 
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(0 ~s(p) -py) , v F ~p v /rn (10.1) 

附近有极点.换言之，可以把它表为下列 形式： 


G(a> ， p) 


Z 


(o ~v F (p -p T ) + iO • sign a) 


+ g(<o,p ), 


( 10 . 2 ) 


式中为 （10. 1) 式那一点的有限函数.对 （8. 17) 式已指出，系数 Z (函数 
C 在极点的留数）是正值. 


由表达式 （10. 2)，能够得出关于液体粒子（不是准粒子！）按动量分布性质 
的有趣的结论.这就是我们沿费米球面的两侧算出分布函数 / V ( p ) (事实上，它 
只与的绝对值 有关〉 的数值之差，即求出当9= +0时差数 


的极限值. 


n ( Py - q ) +夺) 


分布函数 / v ( p > 可以通过格林函数用 
(7. 2 3)式的积分表达出来（图〗 ）. 由于函数 
是有限的，可以预见它的积分之差当 
时将趋于零.因此，只研究 （10.2) 式中各 
极点项积分之差也就足够了.由于在积分时分 
母中 iO 项只在极点附近才是重要的，所以§9 
中已指出，可将 signw 换写成 sign (/>- p F ). 于 
是我们有 



N iPv - <7) +<?)=- i r 


Z 


Z 


v r < I 


iO 


. 1 ^ 
- v r q + iO J 2tt 


(由于此两项差的积分是收敛的，所以 f 二- 0 的因子‘可以从积分中略去）. 
现在用无限远的半圆周（随便哪个半平面内的半圆周）来封闭积分路线，我们求 
得整个积分等于 Z 并与^无关.因此有 


^(Pv -0) -/ V ( p t +0) =Z (10.3) 

[ A . B . MnrflaA , 1957 ]. 

上面我们已经指出， Z >0. 由于〜(/1)备1，所以根据（10.3)式可得 

0 <2^1 (10.4) 

(并且仅在理想气体的极限情况下才能达到 Z = 1 的值）. 

因此，『= 0时费米液体中粒子按动量的分布，如在气体中的情况一样在费 
米球面处有跃变，并且从球内向球外方向 减小. 但是，与气体情况不同的是，跃 
变的值是小于1的，甚至当时，函数 iV ( p ) 仍不等于零，如图1中的实线曲 
线所示（虚线相应于气体）. 


§11由格林函数计算热力学置 


知道了系统的格林函数.就足以描写它的热力学性质.当 r = 0 时，这些性 






§12 相互作用绘景中的少算符 
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质可以用系统的能量（与基态能量£。相同）与密度"/ V 的关系表达出来. 

解方程 （8. 16) 之后便确定了准粒子的色散律 e ( p )， 这种关系可以利用 

等式 

^(/> F ) ( 11 - 1 ) 

求出.由于 h 与 / V / V 的关系是已知的，根据（1.1)， 

P f = (3 tt 2 ) ,/? (/ V / K ) i/3 , (11.2) 

等式 （11.1) 决定了函数 A (/ V / V ) [尽管这是隐函数形式，因为一般说来色散律 
Wp ) 含有参量 M ].. 当 7 = 0( 因此 5=0) 时，化学势 M = (妨。/抓）,,;将上述等式 
取积分.我们可得待求的能量 

E 0 = J :/ x(y 卜 (11.3) 

(当 / V =0 时， 自然心 =0). 

描写 T ^ O 时热力学性质的另一种方法是计算热力学势根据普遍的定 
义（见第五卷§ 2 4 )，热力学势 n = E - TS - JJ , N = - PK ， 它的微分 dn = - SdT - 
iVd M ; 当7 = 0时，也有 s = o , 于是这两个表达式归结为 

0 = E - fxN , (12.4) 

d /2= - / Vd / x . (11.5) 

我们记得，依据热力学势 O 的意义，它描写体积 F 为常数时系统的性质. 

通过格林函数表示/2的一种简易方法，是运用 / V / K 与 G 的 （7. 24) 式关系. 
将 （7. 24) 式的 A ' 代人（丨 1.5) 式，并对如进行积分（当1^ =常数时），因为当从= 
0时仍有/2 = 0,我们得到 

O ( fi ) - 上 (11.6) 

§12 相互作用绘景中的 ☆算符 

相互作用粒子系统的格林函数，当然不能以一般的形式计算出来.但是有 
一种数学方法（类似于量子场论中的图技术）可以按粒子相互作用能的幂级数 
形式将它算出来.并且级数的每一项都通过自由粒子系统的格林函数和相互作 
用算符表达岀来. 

除了算符的海森伯绘景之外，我们还引人另一种绘景，在这种绘景里算符与 
时间的关系不决定于系统的真实哈密顿量 

H ' = H ,i0) +V = H {0) - M /V + l > 

( 是相互作用算符），而决定于自由粒子的哈密顿最 H ,m : 

多 0 (“广）= exp ( \ H ' (0) t ) fjf ( r ) Gxp ( - i ). 


02 . 1 ) 
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第二章 r = o 时费米系统的格林函数 


我们将用下标0来标记该绘景（即所谓相互作用绘景）中的算符和波函数，以示 
区別.如将格林函数通过算符氣（代替海森伯算符令)表达出来，我们便做到了 
用 C 和^表达^这一目的的第一步. 

在这一节里，我们用记号少（或史）代表“占有数空间”中的波函数（以区别 

于坐标波函数 命或中) ;二次量子化算符就作用在这些波函数上.令 p 为薛定谔 
绘景中的波函数，它与时间的关系决定于波动方程 

$ = (/}_+〜• （12.2) 

在海森伯绘景中，所有时间关系都转到算符上，而系统的波函数则与时间 无关: 
少= 常数. 在相互作用绘景中，波函数少。依赖于时间，但这种依赖 关系只 与系统 
中粒子的相互作用有关，并决定于方程 


式中 


ut 


( J 2-3) 


V 0 = exp ( i ^ , t 0) OVexp ( (12.4) 

它是这个绘景中的相互作用算符[简单地把士换成也便使 （7. 6 — 7. 7) 形式的 
算符过渡到这个绘景中].注意，只要根据 （12. 1) 式变换算符，即相应于按照 


4> 0 = exp ( t )( p , (12.5) 

变换波函数（见第三卷§ 12), 便不难得到方程（〗2.3).[考虑到 （12. 2) 式，并对 
上式取微商则得方程 （12.3)0)]. 

基于方程 （12. 3)，函数少 〆 0在两个无限接近时刻的值由下列等式相 
联系： 


0 (,(f + 80 = [ 1 _ iS 卜 ^ O (0]^ o (0 = exp { - i 8/ • K 0 (/) }<P 0 (l). 

相应地，少。在任 一 时刻 t 的值可以通过某一初始时刻 4 。（£。 < t ) 的值表达成 

中 o ( t ) =*^，， o )0 oU )， (12.6) 

i 

式中 = f | exp { - i 8/ - V 0 ( O }. (12.7) 

Vo 

并且，此乘积中诸因子显然是按时间增长的次序从右向左排 列的； 对 t 。 和 t 之 
间一切无限小区间汾的乘积是有极限的.如果 6(0 趙普通的函数，则这个极 
限将简单地归结为 


①方程第四卷的方程（ 7 3. 5 )是相 H 的，在下面求解方程的过程中还将重复第四卷§73 
的叙述. 
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ex P {- i J 匕⑴山}. 

但这种 IU 结要根据不同时刻因子的可对易性，后者指的 是：由 （12. 7) 式中的乘 

积过渡到指数中的求和.对于算符匕 （0, 则没有这种对易性，因而不可能归结 
为通常的积分.代替积分式可以把 02. 7) 式写成符号 形式： 

= Texpj - i J 匕⑴ df}. (12.8) 

这里 F 是与 （12. 7) 式相同顺序中因子的编时排列符号，即由右向左表示时间增 
长的顺序. 

算符 S 是么 IE 的（厂 1 = & )，并具有明显的 性质： 

’3’2 ，’l ) = 5( ^ , 

S - l ( t 2 , tl ) S - l ( t 31 t 2 ) =5-'(/ 3 ,«,). (12.9) 

为了简化以下的讨论，我们作一个纯形式上的假定（不反映在最后结果 

中），即相互作用匕 0) 从时刻 f = - * 到有限的时间浸渐地“引人”，并在 f = 
+ 00时又浸渐地“除去”.这样，当 f —- oc 到引入相互作用之前，波函数0 0 (0 
与海森伯波函数沴是一致的.在 （12.6) 式中，令^ ) = -00 ,可得 

少 0(0 =5(^. - 00 ) 0 . (12. 10) 

因此，建立了两个绘景波函数之间的关系，我们也就确定了算符的变换规律，其 
中包括4算符的变换 规律： 

^ = S ''(/, -00 -00 )■ ( 12 . 11 ) 

由于 {的 么正性，所以算符少 + 也按同样规律变换. 

现在我们把格林函数用相互作用绘景的少箅符表达出来①.令 I > t 2 ，于是 
O ^ iX ^ X ,) = - i 〈多力» 2 )> = 

=, - ^)% a (t t )S( t { - oc )5"'(f 2 , - 00 ) X 

X ^(« 2 )5(^, - w )>• 

根据 （12.9) 式，我们有 

5( ^ . - 00 ) S " 1 ( t, , - 00 ) =S(f, ,t 2 )S( t 7 , - oo ) 5 " ' ( , - 00 ) = 

= 5( , t 2 )» 

= S -'( f ,, - oo )5 - l (oo ,«,)= 

= 5 '( 00 , - CO ) S ( 00 


①这个推导重复 r 第闪卷 § H )3 中的讨论. 
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第二章 r = o 时费米系统的格林函数 


将它们代人前一个表达式，则得 

^(^1 ,^ 2 ) = - i <5 _1 ( CO ，- co )5( oo ,« 1 )^ 0 a (« l )5( f 1 , t 2 )%' 0 ( t 2 ) S ( l 2 , -<»)>. 

把算符 S 理解为 （12. 7 ) 式的乘积时，我们看到，平均值表达式中从第二个因子 
起的所有因子都是按由£= - 到 i =00的编时顺序从右向左排列的.因此可以 
写成 

O a0 (X t ,X 2 ) = - ■■i(S- ， T[rfr 0a ( tl )4r ； p (t 2 )S}). ( 12 . 12 ) 

式中的记号 

5 = S ( 00 , - 00 ) = 7- exp {- i C i > 0 ⑴ d <}. (12.13) 

当 6 时，计算方法弓上述算法的区别只在于记号的不同， （12. 12- 
12. 13) 式的最后结果，对任意的 a 都是正确的. 

以上所作的变换与系统在什么状态上进行平均是无关的.但是，如果对基 
态进行平均[如 （12. 〗2)] T 变换还可以继续推广.对此我们指出，浸渐引入或浸 
渐除去相互作用，如同任何浸渐微扰一样都不能引起量子系统发生能量改变的 
跃迁（见第三卷 §41). 因此，处于非简并态（基态也是这样的态）的系统，仍旧 

留在原来 状态. 换言之，算符 S 作用在波函数少=少。 （- 00 )上，归结为对少乘 

以（对状态无关紧 要的） 一个相因子——算符 S 在基态的平均值= { S )( p . 

恰好■也是 如此. 这样，我们最终得到了通过相互作用绘景的算 
符所表达的如下格林函数公 式①： 

〜 （ H ) =4- N < n ^ a (^)^ o ；{^) S ]>. (12.14) 

按这个绘景的意义， （12. 14) 式是对 ft 由粒子系统的基态进行平均的.事实 

上，算符也的性质与无相互作用时海森伯 算符士 的性质相同.而海森伯波函数 
少与时间无关，因此它与~ (这时不存在相互作用）时的自身值相合.所 
以，例如 

〈戍“义 ,)<(&)> = U ^( U 2 ) (12.15) 

就是无相互作用粒子系统的格林函数. 

§13费米系统的图技术 

(〗2. M ) 型的符号表达式的意义，在于有可能容易写出按 f 的幂展开的数 


①应当指出， （12. M ) 式中关亍符号右一个约定：茧然符号7 1 在公式中出现两次 （ .是以显形式，二 
是包含在的定义中）•但实际 h 乘积中所有因子都应按统…的编时顺庁•排 列. 
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列之各项.例如 

( T % ) a ( X )^ p ( X ') S ) = 

=X LZ 7 i： r d V ” f 山„〈7^(幻< ( 义，)匕(0 …匕 (U>. 

(13.1) 

而的表达式不同于上式的地方，仅在于 r 乘积记 号后没有因子我 

们已经指出过，相互作用绘景中的算符穴 U ) 是将 （7.7) 式中所有的★换成丸 
而得出的.因此，计算 （13. 1) 展开式数列的各个项，归结为计算自由粒子不同数 
量的少算符的 r 乘积对基态的平均值. 

这些计算，在很大程度上是借助图技术规则而自动进行的，不过这些规则与 
被研究的物理系统的性质有重要关系.这一节所叙述的图技术是关于非超流费 
米系统的.其中假定相互作用是粒子成对式的，并与自旋无关.相应的 相瓦作 
用算 符为： 

K )(0 =y J - r 2 )^(/, r 2 ) ^(< , r ,) d ^. d 3 ^. 

(13.2) 

式中 U ( r t - r 2 ) 为两个粒子的相互作用能[我们省略了 6和6的上标 （2)]. 

借助维克定理可以 算出少 算符乘积的平均值，该定理的内容是①： 

任意数目成对算符少跟沴+乘积的平均值，等于这些算符一切可能的成对 
平均值（收缩）乘积之和.每一对算符的先后次序与原始乘积中的 一致. 求和式 
中每一项的符号决定于因子（-1 )' 这里 P 是算符的置换次数，进行这些置换 
是使所有被平均的算符都并排在邻接的位置上. 

只有包含一个算符多和一个算符！^的收缩才不为零.因为在对角矩阵元 
中，一切被算符企消灭的粒子应重新被算符少*产生.由此可见，在一些0算符 

的乘积中如果只包含相同数0的算符令和士*，该乘积的平均值才能不等于零. 

将维克定理应用于 T 乘积的平均值，则该平均值就能通过成对的 r 乘积的 
平均值[根据 （12. 】5)式，即通过自由粒子格林函数]表达出来.下面计算相互 
作用粒子系统格林函数的一级修正. 

我们预先指出，按照维克定理将公式 （12. 14) 分子中的表达式展开时，例如 
会出现如下形式的一 些项： 

= iGZ ) ( X i , X 2 )( S ) (13.3) 


①为了不中断叙述，我们把这个定理的证明放在本节之末. 
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在这些项中，一对（相对于幻的“外部”少算符之间是收缩的，而〈幻的表达式 

(它的展开式的每一项中）只含“内部”算符之间的收缩.因子〈■§>可被 （12. 14) 
式中的分母完全约去，因此所有这些项简便地给出了“无微扰的”格林函数 

在 （13. 1) 式中保留展开式的前两项，将 （13. 2) 式代人并变换变量，我们得 
到 

式中 

J — CK> 

为了把公式写得更紧凑一些，我们引人记号 

U ( X , - X 2 ) = U [ r l - r 2 ) b ( i , - 1 2 ) , (13.4) 

于是 ® 

=-ff ( t% ^ ir ； , 

式中 d 4 AT = dld 3 x . 

为了按照维克定理求平均，我们分別写出算符，并画出所有需要收缩的 方式： 

+ n: 火肀 :I 少 3 + 

+ %%%*<%% + 市 : h 

、 〆 〜〆 S. _ 

、-， 

根据上边所述，含收缩的各项已被略去.成对收缩的（用弧线联结 
的）算符应置换到彼此邻接的位置.例如，所写出的第一项表示下列 乘积： 

而最后一项表示 

-< T% > < T^r ； ^ 4 )<r ^； %). 

不同宗量少算符的收缩，可根据下列式子 代换： 


①此后.为了简化特别烦琐的表达式的书写.我们约定略去 <的下标，而用数字下标丨，2,…，来标 
记宗*数值 X 和自旋下标的 总体： 

h 三 + AX '、, 夂■兄⑹，… 

心 -c 坫 （ H) ， U n mU{X t -X 7 ). 
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= iG° nj % 沪 4 = - iG ; 4 ，等等. 

相同宗 M 少算符的收缩，乃是理想气体中粒子数的空间密度（用 n (<>) 标 
记），该密度可理解为化学势的函数 

〈少 ♦》> = ， v) = (2 ^ 2 )3/2 > 

3tt 

所以可得 

吨 ) =y|d%d% • " 3 J -G[rG^Gir -GirG^Gir ^ 

+ W 0 > C | 3 0) 句 2 0> + m (o) C ^ 2 0> ]， 

这四项两两相等，它们的区别仅在于积分变量夂和 a : 4 的记号不同. 

1/2消失，所以格林函数的一级修正只包含 两项： 

iG\^ = J U iA [ in (0) G； 4 0) C； 2 0> - G；, 0) Gi° 4 ] 

借助如下的费曼图可以用图解法方便地表示出这些项的 结构： 


2 

在这些图中，实线 4—2 表示收 缩穴沪 / ( 即函数 iCf ); 数字表示变量义和义的 
号码，收缩的算符与这些变量有关，而箭头的方向与收缩中从多 + 到舍的方向— 

致-依赖于相同变量的两个算符的收缩^^ 7 ^^即粒子数密度 rt ( °>) ，相应地用 
“自身封闭的”实线圈图表示.虚线3---4表示因子{/ 34 ,图形的各内点（线的 
交点），是指按它们标记的所有变量取积分.图形“外端点”标记的变量 U , 和 
A ) 仍是自由的. 

例如，由 （13. 3) 式得出的各一级项,将用被分解为两个独立部分 ― 直线 
段 （ iC 义）和实线封闭圈图表示 ： 



03.5) 

因之因子 

(13.6) 

(13.7) 




仔细考虑算符的收缩方式和相应的图形结构，就能了解普遍规则的来历，因为在 
微扰论的一切级中 ，（12. I 4 )式中因子 〈 W 1 的作用归结为 ：只需 考虑有两个外 
线的“相连”图形，这些图形不包含“不相连的”无外线的 圈图. 后者与图形的其 


①这些收缩总是出 G 于同一个相互作用算符 f 中的少 算符. 因此，在这些项中 i ♦总是排在辜的 
左边. 
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它部分均不相连（既无实线相连也无虚线相连 ）（ 对照量子电动力学中类似的情 
况——第四卷 § 100 ). 

在（〖3. 6) 式中消去系数1/2反映了一个通 则：无 须考虑出现在 （13. 1) 展开 
式中各 n 级项的因子1/«!，也无须考虑来自 （13.2) 式中系数1/2的因子2_". 
的确 3 级图形每个都包含着《条虚线 卜 一 A . 消去因子 W 是由于叠加了不 
同的项，这些项是沿所有 n 条虚线置换一对指标 i , A 而得到的.消去因子 2 - "是 
由于在每一条线两端点之间都有（，/ c 的置换. 

现在我们来说明在动量表象（不是坐标表象）中计算格林函数时既定的图 
技术规则，这在物理学最为有用. 

借助傅里叶展开式 （7. 2〗一 7. 22) 可以实现向动量表象的过渡，我们将展开 
式写成“4维”形式① 

G(X) = fc(P)e- iPX 7 ^ 7 , G(P) = [C(X)e' px d A X, ( 13 . 8 ) 
J ( 2 tt) J 

式中“ 4 维动量7 = ( 0 ^)，/^=如-/^/*.用类似的方法同样可以把相互作用 
势展 开成： 

U(X) ^h(t)U(r) = f U(Q)e~ iQX -^ ( 13 . 9 ) 

J ( 2it ) 

其中 <? = U。j); 而且 "（(?） 与二维展幵式的分量 一致： 

U(Q)^U(q) = j t /( r) e - … W (13.10) 

由于 "(/*) 是偶函数，显然 f /( - 9 ) : U{q). 

我们对•一级修正进行这种展开.为此，给等式 （13. 6) 
乘以 e x P [ iPU , -心）]并将该式对<1 4 <尤, - X 2 ) 积分. 

在第一项内写出 

e ip < x > - A) =e WIl-h) e ，（ h-ATi>. 

变换积分变量，于是得到 

in < o , J G ( o» Ui _ Xi) x 

x / C)(A _ W(Wd 4 U 3 -X 2 ) j U(X, -()d 4 U 3 - 

前两个积分给出 G ( a ° y ) (P)G i y l ) (P) ，第三积分等于 (7(0) = j C /( r ) d 3 *, 即 1/(9) 在 
<1 = 0 的值. 

采用类似的方法，在第二项内写出 


①为 r 叙述和表达的方便，我们利用了 4 维的术语，再强调一次.这里它与相对论不变性无任何关 




§13 费米系统的图技术 


• 47 . 


-X 2 ) _ iP(X t - .tj) \P(Xy-X^ iP<.X 4 -X 2 ) 

V 一 C C C • 

转为对 ^ -n - U 4 - A 的积分之后，可得 

-c:; 〉 （尸） (x)c/u) ， A d 4 x. G^{P). 

其余的积分，利用两个函数乘积的傅里叶分量公式，通过函数和"的傅里 
叶分童表达出来®: 

d 4 P 

^ f { X ) g { X ) e ' px d * X ^ ^ AP ^ giP - P ,)-^^. (13.11) 

因此，对于动量表象中格林函数的一级修正，我们最后 求得： 

iC^) = ， )" ⑼ C ⑺ C ⑺- 

d 4 尸 

- / C ( P ) C ( A ) C ⑺ "( 尸 - Pi )^7- 03.12) 

(13. 12) 式中右方每一项都对应于确定的费曼图，则表达式 （13. 12) 可写成 
如下 形式： 


^( P )= y 

(a) (b) 

各线的交点称作图形的顶点.每个图形都有 2 n 个；卓，此处 n 为微扰论的 
级.在每个顶点上都汇聚两条实线和一条虚线.每条实 ki 箭头指示的方向上 
描述“4维动量(并且，沿诸实线的每一连续序列，箭头的方向不变）.每条虚 
线是用来标记4维动量 p 的，而且对于这些线，箭头可以约定取任何（任意）方 
向②.在图形的顶点上满足“4维动量守恒定律 ”：顶 点的人射线的4维动量之和等 
于出射线的4维动量之和.顶点也标出确定的自旋下标每个图形都有两条外 


① 为了证 明这个公式.需要将傅甩叶展开形式的函数 /( A ：> 和友(；0代人该公式的 左边： 

j/(X)g(X)e' p U*X= J/( P, )g(P i ) ^ )T d 4 ^r ， 

按下列公式对求 枳分： 

Je'^d^ = (2ir) 4 8 (<, (P), 

其屮 ” 4 维 ”& M > 函数定义为 " 4 -矢霣”尸各分星的&凼数 之枳. 出现的因于-匕）被对 dV 2 
的积分消掉，于是我们得出 rda . 11) 式的右边部分. 

② 4 维矢贵0 = (9<>,«)的“时间”分量，一般说来不等于零，但函数 t /( P ) 根据定义 （13. 10) 与韌是 
无关的，虚线方向的约定.与偶函数 f / (- <>) =叭^)有关. 


3 -尸, 


(13.13) 


P P 
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线（入射线和出射线），外线的4维动量是待求的格林函数的 宗量； 出射和 
人射的外线同时也标 记该菡 数的自旋下标《和尽图形其余的线称作内线. 

相应于每个图形的各项，其解析表述法可按下列规则 进行： 

1 ) 顶点《和/3之间的每条实线对应于因子 i (?:( P )， 每条虚线对应于因子 
- iU ( Q ). 具冇一 个顶点的封闭圈图相当于因子 00. 

2) 在每个顶点上满足4维动量守恒定律.将内线中其余不确定的4维动 
量对 d 4 / V (2 Ti ) 4 进行积分.在每个顶点上对一对自旋哑下标（从相邻接的 
因子中各取 一个） 进行求和. 

3) iG # 图的公共因子等于 （- I ) 4 ，这里 L 是图形中含有多于一个顶点的实 
线封闭圈图的数目. 

最后一个规则的来由如下所述.顶点数 A >1 的封闭圈图，来源于如下形式 
的少算符的 收缩： 

这甩所有收缩分别等于 <), 二，而最后一枣收缩等于 - iGf . 至于一 
个顶点的圈图，它们的正确符号在按规则 1) 引入 n <15) 时已考虑到了. 

作为实例，我们汇总画出确定格林函数二级修正的 图形： 


p^m - U - U _、— 

( b ) 

0 9 

J I 

-_ L _ 


( d ) ( e ) 

(13.14) 



(a) 





O-L 


(g) 


(0 C 3"—」 


( i ) 


⑴ 
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最后，我们再来讨论维克定理，并给出它适于“宏观极限”（即当系统密度一 
定时 r - oo ，或当系统密度一定吋的证明，这在统计物理学的应用上恰 
恰是重要的. 

例如，我们研究下列形式的四个少算符乘积的平 均值： 

Z < W p » xp (…） (13.15) 

[各少算符表为 （9. 3) 的 形式； 我们没写出显然的但又烦琐的指数函数标记]. 
在这个求和式中，只有含动量值相同且数目相同的算符 〜和 的项才不为零. 
其中有些项，动量成对地相等，如 A =/^和/» 2 =^ 3 .这呰项相应于成对的 收缩： 

fo. ^02^0 ； ^04 

并以如下形状的求和式来 表达： 

b Z 〈 WW 乂〉 ex P(...) 

V P'P2 

在极限 V — CC 时，对 p , 和尸 2 的求和可代之以对的积分，这时消 
去了体积 匕而使 表达式仍保持有限.在 （13. 15) 的求和式中, p , = J p 2 =p；l 的 
各项也不为零；这些项构成了下列形式 之和： 

^ S 〈 WW〉 ex p (…） 

但是，将求和变为积分之后还剩下一个因子 1/ K , 于是在极限00时表达式变 
成零. 

M 然，这个结果具有普 遍性： 在极限 V — «时 j 算符乘积的平均中只有成 
对收缩的结果才不变为零. 

我们指出，在上述证明中实际 t : 并没有真正对基态进行平均，因此这个证明 
在对系统的任何量子态求平均时仍是正确的①. 


§14自能函数 

上一节表述的图技术规则具有重要性质 ：图中 的公共系数与图的级无关, 
由于这个性质，图中每个“图元素”都具有确定的解折意义，而与其出现在什么 
样的图中无关，因此图元素町以预先独立地计算出来.并且可以预先计算出某 


①但 M ，如果对基态求平均，则维克定理就不限于在宏观极限 时成立 在统计学中相砬的定理的证 
明4董子电动力学中（第四卷 §78) 的证 明是一 致的.它们之间唯一的区别是基态不同：在炱空屮没冇粒 
子，而在理想气体中粒子占满半径为 Pf •的费 米球. 对于 p>/> F 的粒子的产生和湮没算符,2/来说，这 
种 K 别根本X关紧要，因此 噚以将 证明逐宁地移罝到这电.对-丁./><〜粒子的算符，需要事先变换标记： 

K =V ，也就是说由粒子变为空穴，而处于基态的空穴在费米球内是不存在的. 
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些具有一定数量端点的图元素之和，然后再把这个“单元”组装人更复杂的图 
中.这是图技术最重要的优点之一. 

苟一种“单元”，它也有重要的独立意义，即所谓的 自能函数①. 为了得出这 
个概念，现在来分析一下格林函数图中一切不能靠切断一条实联线而分为两部 
分的图形.例如，一级微扰论的两个图形 （13. 13) 和二级微扰论的图形 
(13.!4 a — e ) 都属于这种图形.所有这些图形都有同样的构 造：每 个端点有一个 
因子还有一个称作自能函数的内部部件 （/> 的函数）.所有可能的内部部 
件之和，称作精确的或完全的自能函数，又称质置 算符； 我们以-泛 4( P ) 表 
示它 • 

自能函数的全部图形对格林函数的贡献等于 

iC ⑺ [- 4 〆 尸)] < 0> ⑺= K (0 ) ( P ) X ( P ) G <0) ( P ) S aR . (14.1) 
式中除之外，同样也可写出 

心(尸） = S nB X ( P ). (14.2) 

完全格林函数（图中以粗实线表示）由下列无穷级数之和 给出： 



图中小圆表示精确的自能函数（ - i ^). 这个级数（从第三项起）的每一项乃是 
图形的集合，这些图形还能截成彼此间曾以一条实线相连的两个、三个等等 
部件. 

如果从级数 （14. 3) 的第二项开始将各项中的一个小圆连同其右边的一条 
连线“切除”，则剩下的级数重新与整个级数相等.这就 是说： 



将这个等式写成解析形式 ，如： 

G = G {0) + GIG l0) , ( 14 . 5 ) 

或除以 G (0) G ： 

G ( P ) = ~ G ( Tr ( p ) ' P) • ( 14 . 6 ) 

我们指出， 3 的虚部的符号与 hn G 的符号相同，根据 （8. 14) 式有 

sign Im to , p ) = - sign a >. ( 14 . 7 ) 

这个等式是考虑到 lm 与 hn G 的符号相反由 （14.6) 式得出的，依照 （9.7) 
式 ， Im C (0> -* =0. 

因此，计算 C 归结为计 算厶这 只需研究少数图形.这个图形数还可以再减 
少，因为剩余图形的部件会立刻相加成很简单的表达式. 


①对照置子电动力学中类似的定义，那里将这个函数称作紧致自能函数（第四卷§103, §105). 
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⑻ 


(b) 


(c) 


属于第二种的图 形为： 




Q 


⑻ 


(b) 


(c) 


O 

I I 


(14.10) 


(d) 


(e) 


(M.8) 图形中的粗圈相应于系统的精确密度[与此类似， （13 . 13<1) 图 
形中的细圈相应于理想气体的密度 n < 0 ) ( ti )}. 因此由定义 （14,8) 可得 

-\X a = -in(^i)U(0) , (14. 11 ) 

所以 

I = n(fx)U{0) +X h . (14. 12) 

于是需要特别计算的只有足中的图形. 

准粒子的色散律由方程 （8. 】6) 定义. 在方程中将 C 用万表达出来，按照 


①如同娥子杨论，将粗线和申-元组成的图形称作骨架图；每个这样的图都等价丁-无穷多个不同级 
的一般图形的一定集合. 


就是说我们从决定 U 粒子间是成对相互作用）的全部图形集合中分离出 
各种“分枝”图，这些“分枝”图是用一条虚线连接到各外线上的 ：它们 之和以 X 0 
标记.所有这些图形都包含在如下形状的一个骨架图形之中 


— = p 


(14.8) 


X的其余部分用X标记.这样，在一级和二级图形中，属于第一种的图形 如下： 


OV'AMV!^ 

+ 

▽ L 


o: 
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(!4.6)式并取 （9.7) 式的，我们得到该方程的下列 形式： 

^ ~7 1 -- (14-13) 

Cr ( e -flfP) Zm 

在费米球界面上，即当时，准粒子能量与 A 相等.由此可见 

2 

^- X {0, p f ) =^. (14.14) 

结果色散律方程（当 P 的值接近仏时）取如下 形式： 

e ( p ) -M = ~(P ~ Pr ) ^ X{e ~^, p r ) - X (0, p F ). (14. 15) 

m 

应当强调，这里 p r 是相互作用粒子系统边界动量的精确值.该值受关系式 
P 3 f /3 tt 2 制约，这里 n 是精确密度 n (/ z ) ，而不是 （13. 5) 式中的近似密度 

§15双粒子格林函数 

研究了四个海 森伯少 算符的『乘积对基态的平 均①： 

心., 2 =〈7^», + 七>, (15.1) 

我们便得到图技术其它一些重要概念.上述函数称作双 粒子格林函数 [因而区 
别于所谓单粒子格林函数 （7. 9)]. 

为了运用微扰论和建立图技术，需要重新改用相互作用绘景中的0算符. 

如讨论函数 G 时的情况一样，这将使得在 T 乘积记号下出现因子 

^34. 12 : (15.2) 

( S ) 

在零级近似下（即当 S =】 时）该表达式可分解成用以°>函数表示的两个收缩乘 
积 之和： 

(15.3) 

以下将要在动董表象中讨论以这种形式定义的双粒子格林函数的性质. 
对于均匀系统，函数欠 34 ., 2 实际上只与四个独立自变量之差（例如 A ：, - X ” 
夂-毛，义 - A ) 有关 • 在动量表象中，这个性质表现在 ：按所 有变量 AV ，...，\ 
展开的每个傅里叶分量均含一个 S 函数： 

| A ： 34 . l 2 exp { i (/ 3 J X 3 +尸 4 义 4 H -尸 2 义 2 )}打「.我： 

= (2^) 4 S <4) ( P 3 + P 4 - P , - P 2 ) K i 6 ^{ P ^ P a , P x , P 2 ). {15.4) 

①我们还利用 简化记 9 •，这 ffi 下标 1 ,2,…标£ 4 维坐标及自旋下标的集合:见44页 
的注解）.完整地写出来是 


s ^>8,0^( ^3 '^4 ；-^l ) 
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此式不难证明，只要注 意到： 

P 3 x 3 + 尸 4 义 -d - P 2 X 2 = 

二 pal-X 2 ) + P 4 (X a -x 2 ) - P,( X x -X 2 ) -X 2 (P, +P 2 ~P 3 -P 4 ), 

并对 mu - u 2 求积分即可.我们顺便指出，傅里叶逆变换公 
式可 写成： 

^. 12 = / 心 WWs+Pr/M xexpi -i[/W 

, d 4 P.d 4 P,d 4 P 4 , 

- A ) + P A ( X A ~ X 2 ) - P ^ X , - X 2 )；{—^ yn — • 05.5) 

用这种形式定义的函数 ， h ), 我们将称作动量表象中的双 
粒子格林函数；它的宗量以如下等式相 约束： 

P . +/ W 3 + P 4 

在零级近似，对于上述函数[与 （15. 3) 式对应]，有 

C ( nc 2 ) = 

=…) 4 u ⑷ (p, -p 3 )C( p .)C (h - & ⑷ (^-p.)C (p 2 )C(^.)3- 

(15.6) 

也就是尺归结为两个单粒子格林函数乘积之和. 

在微扰论的高级近似中出现的一些项，是对这些单粒子函数的修正.但是， 
此外也出现-些不厲于 C 函数乘积的项.正是双粒子格林函数的这个部分具有 
独立意义.为了把它分离出来，我们将 K 表示成如下 形式： 

C , 尸 2 ) = ( 2 贯 ） 4 [ S ⑷ （ 尸， -P 3 ) C 叩, （ O C„ 4a2 (P 2 ) - 

-8( 4 )( C - P 4 ) C ow (/) 2 )^ m ( M ] + 

^G ajfi3 (P } )G o ^(P 4 ) (P^Pr.P^P^G^iP^G^ (P 2 ). (15.7) 

以这种形式定义的函数厂称作顶角函数. 

根据定义 （15. 1), 在空间-时间表象中的双粒子格林函数，对于交换第一 
对宗童 或第二对宗量即交换1和2或交换3和 4( 连同自旋下标）是反对称的. 
由此可得动量表象中格林函数和顶角函数类似的对称性质： 

=-厂 8 “ （尸” = 

=-厂⑽ ( W 2 ， h ) (15.8) 

如果研究一下展开双粒子格林函数表达式 （15.2) 时产生的各图之特点，则 
定义函数厂 [(15. 7>式的末项]时分离出的四个 C 因子的意义就变得明显了. 
以下的讨论还假定粒子之间是成对相互作用的. 

在零级近似，函数&用下图 表示： 
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P 4 =/> 2 P 3 ^P 2 

这些图对应于 （15.6) 式的两项.在一级微扰论中有如下类型的 图①: 


、〆 

\ 

o 

它们是对 （15.6) 式的每个独立因子的 修正. 但是，此外还出现未分成两个独立 
部分 的图： 



这里四个箭头 P t ，…， P 4 相应于 （15. 7) 式最后一项中的四个 C 因子，而图的 
“内”部定义了 （第一 级的）顶角函数—— （15.9) 图等式左边的小圆.将这些阁 
展成解析形式 ，得： 

OWiA) = - K 〜 U(P t -P } ) ^8 aS S 0y U(P, -P 4 ). 

更高级的图包含三种修正 ：1) 对两条未相连的实线的进一步修正 ,2) 对 （15. 9〉 
各图外线的自能型修正， 3) 还有一种修正，用来构成子图以代替 （15.9) 图上的 
虚线； 一切可能的这些子图之和便给出精确的顶角函数 i 厂.现在以骨架图之和 
将双粒子格林函数图示 出来： 



( 15 . 10 ) 


粗线表示精确的 G 函数，而小圆代表顶角函数. 

在各级微扰论中计算顶角函数时，应按照§〗3所说的图技术规则进行，而 
且应当研究四条外线的图（而不研究在 U 箅函数 G 时的两条外线的图）.对决 


①如单粒？格林函数的情况一样.定义 （ t 5.2) 中的因子 •_ 玎消去不相连的实线圈图. 
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定阁的共同符号规则3)，应当补充下述规 定：如 果外线 i 与4,2与 3( 代替1与 
3,2与 4) 是以实线连续依次连接的，那么图就改为相反的符号. 

作为例子，我们把确定二级微扰论中顶角函数的图画 出来： 


^ A 



(c) 


自能函数与顶角函数 U ： 与厂）不是不相 关的； 它们之间以一定的积分方程 
(所 谓戴森 方程）①相联系. 

为推导戴森方程，我们可利用方程 （9. 5), 该方程（该处曾指出）在考虑到粒 
子相互作用时也成立.伹是与§9中的推导相比，其差别在于现在少 算 符满足 

方程 （7. 8). 在此方程中略去含外场的项，并将其中的微商 ai / at ，代人 （9. 5) 
式 ，得: 



( 5 -X 2 )= 

=i / (T^iX^UiX, -A) 彖 (A)cJ% • ^ a {X^ ； {X 2 ))= 

=(15.12) 

因为欠可以按照 （〗5. 7) 式通过厂表达出来，所以这个等式原则上解决了所提 
出的问题.下面要做的只是再把它转到动量表象.为此，给等式（】5. 12) 乘以 
ex P [ i /> U , - \)]，把尺 31 . 32 和 ^分 别写成 （15. 5) 和 （13. 9) 的形式，并对 
求积分.这样，对 4 维坐标求积分给出 S 函数，后者将因对4维动 
垦的积分而消掉.最后 得到： 


①该方程类 似于童 子电动力学中 的戴森 （ Dyson ) 方柙（见第四卷§ 107). 
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[G ,0) - l (P)C(P) -1]5„,= 

r d 4 P 3 (iV 4 

= ^( P ^ P . iP ^ P ^ P ^ UiP - P ,) 3 4 , (15.13) 

J (2u) 

式屮 C <°>( P ) 由 （9.7) 式得出. 

现在还要用尸表达尺.将 （15. 7) 式代人 （15. 〗3)式，最后便得出下列形式 
的戴森方程， 

-G-'(P)] =8 afl X(P ) = 

= t/(0)n( i u)5 o , + i5 a ,J {/(P-P 1 )C(P,)^A r + 

+ / r ya ^(P i ,P ii P^I\~P,P)G(P,)G(PJG(P 3 +P 4 -P) x 



05.14) 


这里 n ( M ) 为系统的精确密度，它是系统化学势的 函数； 这个因子是按公式 


(7.2 4 )积分（；函数时出现的（同吋考虑该 G 函数是由收缩沴 + A 产生的）.注 
意，方程 （15. M ) 右边的第一项就是 （14. 11) 式的足 . 


§ 16 顶角函数与准粒子散射幅的关系 


以上几节建立的数学 T 具，使我们有吋能严格论证和更深刻理解朗道费米 
液体理论基本关系式的意义，这些关系式在第一 t 里曾用直观方法在一定程度 
上作过介绍•在§ 16— §20就将论述这一问题①. 

顶角函数与准粒子相互散射幅之间存在密切的关系.为了更好地了解这种 
关系，我们首先在纯量子力学范围内研究真空中两个粒子的散射问题. 

在量子力学中，“四条腿图”是有四条外线（两条人射线和两条出射线）的 
阁——相应于两个粒子的碰撞 过程； 而在图的解析表达式中，外线相当于自由粒 
子波函数（平面波）的振幅（见第四卷 §106). 现在，我们将看到各级图怎样如 
实地给出散射幅通常的非相对论玻恩展开序列的各项. 

t 先，在真空情况下大多数图总是化为零的.这一点，在坐标表象中最容易 
理解，因为我们注 意到： 在真空中一切 〈命 +多〉形的收缩都等于零，此时湮没算符 
位于右边并首先作用在真空态上，而•剩余的只是 〈多 士 + >形的收缩项.因此 ，一 
切含实线圈的图都变成零，这些图总有〈少 + 企〉形的收缩.根据同样理由，对格 


①§ 16— § 】 8的内容是属于 / I . 几朗道的工作 （ 1958). §19, §20的内容是届于；1•凡朗道和 
； l . n. 皮塔耶夫斯葛的丄作 （1959). 




顶角函数与准粒子散射幅的关系 


林函数（也就是对图的实内线）的一切修正都等于零 ®. 最后，具有交叉虚线的 


图也 为零； 例如，在下图中（这里数字1 和 2表示宗量 和 
« 2 )，当~ ^，时，上内线对应于收缩〈命/士,> =0,如果< 

«,，则收缩〈多 rA > = o 对应于下内线. 

这样一来，对于真空中的两个粒子，只剩下如下的图， 



它们组成所谓“梯形级 数”： 



戶 3 m — P J m ^ 1^ r* r 1 — 

I 4 . II 4 . Ill 

P 4 ^_p 2 _ !• U 乂！ 二 


(16.1) 

图中的实内线对应于真空格林函数 

G (1 k 5) (< o , p ) = + (16.2) 

[这正是 M =0 时的 （9.7) 式].应注意，由于分母没有这个函数的极点总在复 
变数 w 的一定的（下）半平面上.上述图都变为零的情况之所以发生，从数学观 
点来说，是由于被积式的全部极点都分布在同一个半平面上的缘故.在另一半 
平面上闭合积分路径时，积分显然变为零. 

将梯形级数 （16. 1) 转化为积分方程，便可以对该级数求和[对照下面类似 
的级数 （17.3) 求 和]. 如果首先略去具有交换外线端点3和4的图，则该方程与 
动量表象中不考虑全同性的双粒子薛定谔方程[第 H 卷方程 （130. 9)] 是等价 
的. 相应地，顶角函数厂可用下式通过双粒子的散射幅/表达 出来： 

厂(尸3，户4 ;尸|，尸2 ) = ^ ay ^ p 6 ~ f - ( 16. 3 ) 

若添上具有交换外线端点 3 和 4 的图，会使散射幅反对称化，对于费米子 本应这 
样.在微扰论的一级近似下，只剩下 （ 16.1) 的第一图和具有交换外线端点的— 
个图，其中完全不含于是可得到散射辐通常的一级玻恩近似公式.以后 
的高级图，在对中间的频率进行积分之后，将给出散射辐修正的高级玻恩近似的 
己知表达式. 

在费米液体中，与介质粒子相互作用的碰撞粒子可等效地用准粒子来代替. 
所冇与这种相互作用有关的对图的内线修正，函数厂的定义都自动地顾及到 
了- 但是对外线修正，需另加考虑.量子场论指出，由于普遍要求散射矩阵具有 

①在真空中格林函数+出现任何修正只表明单个粒子跟任何别的都不发生相亙 作用. 与此相关， 
我们记得相对论粒子格林函数的真空修 i £ 与可能出现虚电子对和虚光了•的中间态 有关. 
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么正性，这些修正将使散射辐中的每条自由外线出现因子#，这里 Z 是格林函 
数的電整化常数（见第四卷 §110); 对于具有四条外线的图，这意味着要乘以 
^ 2 .虽说量子场论的结论对于费米液体中的准粒子也成立，但在这里我们也可 
以借助更简单（虽然并不严格）的讨论来解释这个乘数的来由. 

问题在于，液体的格林函数在接近 Q 己的极点处 [(10. 2) 式中的第一项]与 
理想气体的格林函数只差一个因子如果以 算符 ！ ^ 9U = ¥/ K : ^*//Z 

分别代替命和，那么由它们组成的格林函数 = G / Z ， 就很像理想气体的 
格林函数在极点附近的行为.就此意义来说，这些算符可以看作是准粒子理想 
气体的0算符.按这些算符确定的双粒子格林函数将是 / C 9U = A /2 2 , 因此[依照 
定义 （15. 7)] 顶角部分/；„ =：厂 Z 2 ，这就是我们所需要的证明. 

在应用于准粒子时，我们感兴趣的与其说是散射截面，不如说是（】 s 内在 
1 cm 3 液体中的）碰 撞数. 对于粒子的动量变化和自旋投影变化 pa ， 
p 4 5) 都 C 知的碰撞来说，这种碰撞数用下列公式 给出： 


fitT ~2tt ! Z~T r£-a/} ( 4 I ,P 2 ) i ' 5 ( - s 2 ) x 


- vH 1 - 


d 3 />|d 3 p 2 dV 3 

一 (2tt 厂 


(16.4) 


其中氕是准粒子的分布函数，％和\两个因子只是表明这一 
事实： 初动景（和自旋投影）为已知的准粒子的碰撞数与单位体积中这种准粒子 
数成正比.根据泡利原理，因子 （1 _〜,）和（1 - n p 4 ) 与下列事实有 关：只 有末态 
未被占据时，碰撞才能发生. 


§17小动量传递时的顶角函数 


在费米液体理论中，当两对变量与 P , 及/> 2 与/> 4 的值都很接近时，顶角函 

数起着重要作用（其中我们将看到该函数与准粒子相互作用函数有密切关系）. 
鉴于下列 关系： 


■^ 2 =/、+尸 4 ， 

假定 P 3 = P , -尺，并引入简化记号 

厂(尸1 + K ， P 2 -- K \ P X , P ^) - r y6 tl0 ( K；P , ，/ , 2 ), (17.1) 

我们将研究这个函数在小欠值的情况.用准粒子散射过程的术语来说，就是要 
研究接近于“向前散射”的碰撞如何传递小的4维动景. 

当欠= 0时，我们看到函数厂具有奇 异性； 而我们感兴趣的，正是该函数具 
有这种奇异性 的那一 部分.根据对如下骨架图的分析，不难理解这种奇异性的 
来由： 
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骨架图包含双粒子格林函数一些图的集合，这些图都能在两对外点/^，，广和/^， 
^之间 被截成两段，它们原用两条实线相连①.两条连结的粗线相应于精确的 
单粒子格林函数 c ( co 和，并且要对图中4维动量进行积分.当 A ：— 
0吋，这两个函数的宗景相互靠近，因而它们的极点也相互靠近.相互靠近的极 
点将“紧夹”积分路线（见下文），这就是函数厂中出现奇异性的根源. 

为了算出精确的函数尸，需要对微扰论的整个级数求和.由于我们的目的 
在于分离出&=0时具有奇异性的部分，首先要将下述所有图的贡献分离开，即 
这些图不能靠切断两条 4 维动量相接近（只差尺值）的实线而被截开.当 K = 0 

时函数厂不具有奇异性的部分，我们记作 r ；^. r 中可以设因此 r 只 

是变量'，户 2 的函数至于说到“危险”的图，可将它们按其所含 
宗量相近的双线对的数目来分类.因此，完全的顶角部分厂可用下图的无穷 
“梯形”级数 表达： 

^ p 2 

X ， X + XIX + ^II^IK + … （17.3) 

P x +K P 2 -K 

这里，空白小圆相应于待求的丨厂，阴影小_代表 i 尸. 这些图上的外线，不含在 r 
的定义中，它们只用于指明人射和出射的4维动童的数目和数值. 

图 （ n .3) 上的一切内线都是粗线，它们对应于精确的 G 函数.因此我们强 
调，之所以可将 r 表现为这些骨架图（以及由之得出的一切推论），绝不是假定 
粒子之间具有成对相互作用，因为这里没有显形式的虚线，实际上只有小圆所表 
尔的单元内部构造（这黾我们不感兴趣）才与相互作用性质有关② • 

对级数 （ n . 3) 的求和问题，归结为解积分方程，为了得到这个方程，整个级 


① 例如，在 （ 17 . 2 ) 式按成对相互作用的二级微扰论中，包含图 （ mu , b , c> & 交换外线端点 3 和 
4 的阓 （ 15 . lie ). 

② 这里只假定有如粒子数守恒一类的普遇件质.粒子数守恒表现在图的每个断面上向右通过和向 
左通过的线数之差保持不变（对于 （ 17 . 3 ) 型图的各个断面.这个差等于零）. 
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数尚需“乘”一个尸，即以如下级数代替 （17.3): 



与原来的级数 （ 】7. 3 ) 比较，可得到等式 


X 



尸， 尸 2 

X 


P x +K P 2 -K 


(17.4) 



将这个图等式写成解析形式时，即给出诗求的积分 方程： 

厂沁站(欠;尸1，尸 2) = 

= 尸一 W 2 ) _i/ r y( _ OK {P i ,Q)G{Q^K)G{Q) x (17.5) 

x /\ s . w ( W 2 ) 7 f ^ T . 

( ZlT ) 

这里，如上所述，在函数尸中假定尺= 0 ;利用前面已引人的厂和尸的简化记 
号，并假定 0 ^= 08 ^. 

为了考察这个方程，我们首先研究方程核中的乘积 G(Q ^ K ) G { Q ). 我们 
讲过，当 A ： 小时，两个因子的极点相互接近.这些极点附近 G . 函数表现为极点项 
00.2). 把4维矢量 A 和<?的分量按照 

K -( co , k ) , Q ~( q 0 , q ) ( 17.6) 

表示出来，于是在这个范围内，可 写成： 

G(Q)G(Q +K) ^z 2 [q () -v v (q - Pf ) + 

+ *5, ] 1 [ + W ~ V F ( ! ^ ^ I ~ Py ) + ] 1 (17.7) 

式中 A ，&为无穷小附加项，它们的符号（在极点附近）根据下式 确定： 

sign 5, = sign (^ - p F ) , (17.8) 

sign S 2 = sign ( \q ^ k \ ~ p ¥ ). 

«5, 和 A 的符号决定极点在复变量 g 。 的上半平面或下半平面上的位置.在极 
点间夹紧如。积分的回路（实轴）.结果，积分方程的核（随之方程的解）将出现 
奇异性.极点应位于回路的两侧，即位于不同的半平面上. 

我们首先假定 9 • A > 0 , 即 cos 0 > 0 ,这里 0 为 9 和 1 的夹角. 如果？ c Pf ， 

I 9+幻 > P r ， 于是丨9十 *1 >9，并且4和3 2 具有不同的符号（5 1 <0,5 2 > 0 )，这是 
由于 A 的微小性等价于 
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p F - kcos d <q < p v - (17.9) 

在 （17. 5) 式中进一 步对扣 。求积分时，可以用无穷远的半圆周（在上半平面或在 
下半平面全一样）将积分路线封闭起来，这时，积分便决定于被积式在相应的极 

点的 留数. 同时，由于 （ n . 9 ) 的间隔狹窄（当&微小时），在积分号下尸和尸的 
因子中可取 A =0,相应地对于各极点的位置来说（当 A , W 微小时） : g o ^0. 

换言之，在积分方程（〗7.5)核中极点因子的乘积 （17. 7)，就其本身所起作 
用的意义来说，相当于 S 函数： 


仙(％)&(? - Pk ) ， 

其中系数4由如下积分 决定： 

r Z 2 dq 0 dq 


[?o ~ Pt ) + 沾 i ] [ w _ w k ( I 夺 + 灸丨 ~ Pf ) ~ 

当 9 位于 （17. 9) 间隔之外时，则两个极点位于复变星如的同一个半平面上，而 
对 d 9 Q 的积分围道在另一个半平面上封闭，我们知道积分将为零.但在 （17. 9) 的 
区域内，在其中一个半平面上封闭积分围道，并对这个半平面上极点的留数计算 
积分，我们 求得： 

f 2 Tt \ Z\iq 

J a) - y F ( \ q -vk \ - q) + iO 

[注意，在 （17.9) 的区域内 & <0,6 2 >0]. 因为按条件 >> A , 所以 
可取 - q^kcos 0，再考虑到 （17.9) 的两侧界限， 就有： 

片 _ 27 riZ'fccos 6 
a) - kv F cos 6 

用同样方法不难证明，当 c 0S e<0 时，也可以得到 >4的这个表达式（但 iO 的 
符号不同，这时应在(?>〜， k +*| <〜的区域内进行积分）.因此，方程 （17. 5) 
的核中有： 

o) - v F l • /c + iU • sign (o 

式中 写出/ • A : 以代替 /ccos 0(/=9/ 9 )，函数史< 当小 A ： 时）不包含&函数部分，因 
此其中口丁以取尺=0, 


< p ( Q )- (17.10) 


将 （17. 】 0)式代入 （17.5) 式，我们得到下列形式的基本积分 方程: 


厂池0/3(尺；户 I ，匕） = yS.afii A ， 户 2)- 

-if r y[ , aK ( p^Q)<p( Q)r Ky{P (K ； Q,p 2 )-^ + 

p \ r ~ n ^ / • kdo , 

+ {2 ^yi r ( i 7」 i ) 

在最后一项中作 代换: d 4 p = 7 2 (^ d 0 A 。 （这里 do , 为/方向上的立体角元），并对 
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d </ d 仉取积 分消去 S 函数.在这 -- •项的函数厂和尸中，宗取费米面上 的值： 
Qv = (0, p F /). 

应注意到方程 （17. 11 ) 的核中因子/ • k /( u >- v r l - 幻的特殊性 质：当 A — 0, 
(0^0 时，它的极限与这时比值所趋近的极限有关.因而方程的解亦将具有 
这种 特性： 函数厂 （ K ; P , , P 2 )^ K —0 时的极限依赖于 w 和 A 趋近于零的方式. 
我们以表示 极限： 

r ； s , aa ( P l , p 2 ) (尺; / Vh ) •当 A / w — 0 (17.12) 

(在§ 18中我们将会潑到，准粒子相互作用函数恰好与这个量有关）.当以这种 
方式过渡到极限时 ，（17. 11) 式中最后一个积分项的核变为零，所以厂 1 满足 
方程： 

r ^( p " p 2) = 

=(户 " h ) -i f 07.13) 

J ( 2 ^) 

注意，由于 （15.8) 式，则 

r 切 ( h ， P 2 ) =厂;."„ (尸” ZM . (17.14) 

由 （17. U ) 和 （〖7. 13) 两个方程可以消掉 r . 消掉后，结 果为： 

厂此《0( 尸 "尸 2 ) : 咄 ( 卩”卩2、 + 

+ 詰. J c ，仏)厂一 (n (,7 - 15) 


事实上，如果形式上将（ 】 7. 3) 式写成尸 =i :厂 '则（〖7. 1丨）式可 写成: 


乙厂=厂 


心 ;- 

(2订) 


〜 / • 

3 rr-— 

0) -V 


Vyl • k 


do , 


将尸 =lr* 代人上式，并将算符作用到等式的两边，便得到 （i7.15) 式. 
现在我们按照下式引人函数厂* : 

厂二（匕，尸 2 )中厂 y8 W,，P 2 )， 当 w /" (17.16) 

K^O 

这个函数（乘以〆）正是向前散射幅（即^，，/^—^，/^的跃迁），它相应于费米 
面上由准粒子产生的真实物理 过程： 即留在该表面的准粒子的碰撞引起无能量 
改变的动量变化，因此过渡到动量传递为零 （A—0) 的极限，应在能量的传递严 
格等于零（ &)= 0)的情况下进行.前面引入的函数尸'相应于动量传递严格等 
于零 （fc=o) 时小能景传递的非物理“散射”的极限情况. 

在 （17. 15) 式中，取 0) =0,再过渡到* =0的极限，并以 Z 2 乘等式的两边，则 
得： 


2 2 rt 8 . < ^( P 1 , p 2 )=^ r ;. a ,( P l ,/ j 2 ) 
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厂二.，厂 :_( W 2 ) d<V (17.17) 

因此，存在一个联系向前散射幅两种极限形式的普遍关系. 

函数厂的反对称性质 （15.8) ，给出 P ,— /^时厂*和厂"行为的一个信息.在 
该等式中，取/ = P 2 ,a =戶，我们 得到： 

厂冲 •时 ^ K , P ^ K X P ^ P ,) =0 (17.18) 

(这里不对 u ： 求和！）①.在此等式中，应谨慎进行向 r ' Bl 厂*的过渡，因为 在厂“ 
和广中，首先取火=0,而在 （17. 〖8)式中，则 首先取 = P 2 . 

间时令 X 和 P , -/^兹^^…都是小最.这样，除图 （17. 2) 以外，下图也 
将是危 险的： 



因此，当 K ， S — 0时，函数厂化„„将依赖于两个“特殊” 宗最： 


当 ：t = y 时，（17. 18 >式表示该函数变为零.我们来研究费米面上厂 的值； 这时 
w = s Q =0, 因而 y =0. 所以只有当 x =0 时，在这个极限上才有等式 （17.18) .换 
3之，在费米面上对于 广的等 式是成 立的： 

厂=0 (17.19) 

(N. D. Mermin , 1967 ). 

§18顶角函数与准粒子相互作用函数的关系 

正如在定义单粒子格林函数的 （7. 9> 式的矩阵元的结构中，包含粒子数为 
/ V ± l 的中间态一样，在构成双粒子格林函数（矩阵元 （15. 1)) 中，也包含粒子数 
为 N ， N±\ ， N±1 的屮间态②. 

由于存在粒子数为 N ± \的 中间态 ，双粒子格林函数的极点与 （； 函数的极 

① 当只考虑准粒子 ft 旋之间的交换相互作用时，所冇。中仅仅厂 BU . U „ 不等于零.这个论断表 
明.散射时自旋矢 aft 有不变性‘此论断也坷以扛接根据（2. 4 )形的表达式来验证. 

② 例如，粒子数为 /V 的状态在7•乘积的算符序列中 出现. Ifii 粒子数为 / V +2 的状态， 
相应于这样的序列. 
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点（即与准粒 T 能量）是一致的.但是.所对应的各因子，已在（】5. 7) 式中以显 
形式被分解出来.因此，以这个顶角公式所定义的函数厂，只具有对应于粒子数 
为/ V 和 iVi ：2 的各态的极点.这些态的角动量与基态的角动量之差为0或1，因 
此相应于这些极点的元激发具有整数自旋 （0 或1 ) ，所以它们遵从玻色统计.换 
句话说，顶角函数的各极点决定费米液体能谱的玻色支. 

由粒子数不变的中间态产生的极点，相应于元激发是零声量子.在图技术 
中，中间态相应于各图的不同断面，它们在图的某些外线之间将图分成两个部 
分.在这种情况下，粒子数不变的诸中间态相应于图 （17. 3) 的各断面，它们分别 

截断连接相邻的 T 单元的一对 实线； 在这些状态中，粒子数的不变性表现在穿 
过断面两侧的线数是相同的.通过这种截面所迁移的4维动童是 ：（(？ + 尺）- 
(?=尺 ; 因此，粒子数不变的元激发则相应于变量为 / C 的顶角 函数尸（尺;尸 ,，/> 2 )的 
极点. 

在前面[推导 （17. 10) 式时]我们看到，在4维矢量 Q 和 + A ： 中的两个动 
量 <7和9 +*，其一应大于边界动最 p F ，而另一个应小于 tv 从另一方面来看，当 
基态激发时，在费米球外的只能是“粒子”，而在球内的只能是“空穴”.就此意 
义口 J 以说，费米液休中的零激发，可看作是粒子与空穴的朿缚态①. 

相应于 / V ： t 2 个粒子中间态的元激发[它们相应于函数 /'(心厂 ，/^)对变置 
的极点]，可以看作两个粒子或两个空穴的束缚态.但是，这种状态的存 
在（第五章将要说明），将使费米液体具有超流性，因而也需对图技术的全部数 
学工具作重要的改变， 

因此，为了确定费米液体非超流能谱的玻色支，应当研究变量为 K ^(( o y k ) 
的顶角函数/■’ （ A /",'」 的极点.每取一个 灸值， 对应于极点便有一定的能量 
w =6)(*：) ，于是就确定了这些激发的色散律 • 对于弱激发态，和 * 都小，因此 
可以利用已得到的在 A ： 为小值的区域内函数 r ( AP ,, P 2 ) 的方程. 

在函数 r 的极点附近，方程 （17.15) 的左边及其右边的积分是非常大 的量； 
而 r w ( P t ，/\)项仍是有限的♦因此可以略去.其次应注意，在方程 （ n . 15) 中对 
函数厂进行的运算没有涉及变量及下标戶和即它们在方程中只起不重要 
的参量作用.最后，我们来研究在费米球面上的函数厂，即取 =(0， Pr !!)， 其 
中/ I 为变单位矢量.基于所有上边这些论述，我们作出这样的结论 ：确定 费米液 
体中的声激发，归结为求下列积分方程的本征值 问题： 

① 就问题的这种提法来说.在形式上 LjS 子电动力学中（见第四卷§ 125)也子和)£电子束缚态能 
级的定义冇许多共 R 之处 • 特别是，方秤 U 7. 4 —17. 5) 类似于第四卷的 fMhe - Salp ^ 方程 <125. 10- 
125. 11). 




顶角函数与准粒子相互作用函数的关系 


Z 2 p \ r I . kdo , 

式屮 A ^(«) 为辅助函数. 

为改造这个方程，引人如下新的函数代特 

〜 ( ” )= 二::.…⑷， 

这时，方程 （18. 1) 取如下 形式： 

piZ 1 c 

• k)v yo (n) =* • «^yj j n (aK {n,n')v Ki {n')do' 

(记兮 / 换成 # o . 


(18.1) 

(18.2) 

(18.3) 


这个方程的形状，同费米液体振动的动理学方程 （ 4 . 10) 完全一致.将两个 
方程作对比，可导出准粒子相互作用函数与函数厂-之间的下列对应 关系： 

fyS.aei Pi' n ^ Py n， ) = Z 7 r 、, 喊 { tt ， n '、. (18.4) 

因而弄清楚了函数 / 和准粒子散射性质之间的关系①. 

等式 （18.4) 将/与非物理过程散射幅联系起来了.现在利用公式 （17. 17) 
得出/同费米面上准粒子的“物理”向前散射幅之间的显示关系，我们把该散射 
幅表示成： 


^ yS.api rt I ， W 2) = 7 厂 (18.5) 
在费米面上，关系式 （17. L 7) 取如下 形式： 

^ y &. ap { ^*1 »^*2 ) = 

2 

= 4,^( « M « 2 ) -^ 2 — (18.6) 

函数4和/的自旋关系可以用泡利矩阵 O " 来表达.在一般情况下，这两个 
函数可以包含四个矢量…，/^，〜，。的任何标鲎组合.但如果粒子间的作用是 
交换相为.作用，则 nj •容许的标积只是〜 ./ i 2 和％ . % 这样，函数4和/[如在 
(2.4) 式中对待/的作法一样]可以表为： 

p \ 

— ▽f y 6 . afi (n"n 1 ) =F(^)S oy S ps +G(^)ar yu • o- Sfl , 

n 

Py 

- T-（f 2) =5( 汐）心心 + G ( t ?) o ^ • ( r w , (18.7) 

其中系数尸,(；,5,(；只是《,和 n 2 之间夹角办的函数.将这些函数按勒让德多项 
式 展开： 


①上述的一般推 导属丁 儿凡朗进的 T •作 （1958). 稍早一些， A . B . MHm 狀和 B . M . r a ™ U K « ft 对具 
体的 （ H .3) 型图进行求和，从 而得出 弱非理想费米气体的动理学方程.应气指出.在气体佾况下 ，(； 函数 
中 （在零 级近似）只含有极点项.因而不存在消除非极点项的 问题. 
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B (旮 ） =I (2/ + 1 )5^,( cos (18.8) 

1=0 

将 U 8.7—18. 8) 式代人 （18. 6〉式，并算出积分（这吋利用勒让德多项式加法定 
理）， 可得： 

n(l - B ,), C , = G ,(1 - CJ . 08.9) 

这些公式建立了 / 和 A 的展开系数间的简单代数关系. 

由稳定件条件 （2. 】9 一 2.20) 可异出类似的关于系数的不 等式： 

<1, C , <1. (18. 10) 

此外，这些系数还满足由公式 （17. 19) 得出的关 系式： 

B(0) +C(0) =0 

或 [(2“1 )(R 十 C ,) =0. (18. 11) 

/=0 

等式 （18. 9),( 18. U ) 连同条件 （18. 10) 足以 证明一 个有趣的论断 ：在一 切稳定 
的费米液体中，至少有一个（寻常的或有 A 旋的）轴对称的零声支①. 


§19格林函数微商恒等式 


在有关格林函数的数学工具中，格林函数的微商和准粒子散射幅之间的某 
些恒等关系起着重要作用.这些关系式的推导都是同样的，即算出在某一虚设 
的“外场”影响下格林函数的改变，而该外场对系统作用的结果预先是已知的. 

因此，首先要算出在任意“外场”影响下格林函数的改变 5 G , 这种场在哈密 
顿量中的对应 项为： 


= j (19.1) 

其中为某一算符，它作用在/•(也可以和时间 t 有关）的函数上. 

当存外场存在时.格林函数已与两个4维动量户,和 P 2 有关.在图技术中， 
这种外场可用新的图元素——外虚线来表 示： 

I 

-^-户， 


并且这种线相当于因子 

-18(/( P 2 y P ,) = -i j e ' P 2 X bUe -' PlX 6 4 X . (19.2) 

外场对于精确格林函数的第一级修正可表为两个骨架图 之和： 


①见 N. D. Mermin ， Phys. Rev , 159 % 161 ( 1967 ). 




格林函数撤商恒等式 


i6G(P 2 ,P,) = P 7 



( 19 - 3 ) 


( 19 . 4 ) 


其中所有实线——粗线为精确 C 函数，小圆为精确顶角函数（!厂）.将该等式以 
解析形式写出来，则有 

^(P 2 ,P,) =G $y (l\)hU(P 2 ,P l )G ya {P ] ) - 
-^ py {P z )G ea {P,) \ /V“(/W_ ，仏 ） x 

d 4 0, 

x 8 l /( Q^Q^G^Q^G^Q,)-^, ( 19 . 4 ) 

并且仏 = P 2 +(V 

我们感兴趣的头两个恒等式与系统中粒子数守恒有关.这一性质表现在系 

统哈密顿量中少算符是成对出现的，即对每个宗量 X ，算符企 + ( J ) 和少 U ) 各 
出现一次. 

现在对 4 算符进行规范 变换： 

夂 U ) =^ U ) e- ㈣ ，七 ( 19 . 5 ) 
式中; KY ) 为实 函数① • 根据前而指出的哈密顿量的性质，如果命遵从“薛定谔 
方程 ”（ 7 . 8 ) ，七则遵从作如下代换的薛定谔方程： 

A-*(V-i V^) 2 , A—A — 赘 . 

at dt at 

当;^=知为无穷小量时，方程的这个改变相当于给哈密顿量附加一“外 场”： 

=-穿 + 士(峰 +2 ( ▽知)▽)， 

特别是，如果 

8^(^) = Re (^ 0 e " i#;? ) , K = {( a , k ) 

(由于以后的运算具有线性，因此记号 Re 可以略去），所以 

8 "( P 2 ，尸 ,）= i ( 2 贫) ⑷ +p 2 )J. ( 19 . 6 ) 

另一方面，由少算符 


( 19 . 5 ) 


m +%)， 少'：=^; ( 1 _%) 


①这类似丁 tt 子电动力学中的规范变换（见第二卷 H m . 8 — m . 9 ). 
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构成的格林函数与由算符令，构成的函数之 差为： 

hG ^ ix ^ x ,) : i 〜( u 2 ) [鉍 (1) -知 ( A )]， 

或以傅里叶分量 表示： 

S^(^2.^>) = / ^(X 

= i [心 （ A ) (19.7) 

式中 

知（尸 ） =j h X ( X ) e ' FX 6 A X = ( 2 tt ) Vo 8 (45 ( Z 5 - K ). 

因此，同一个变化可表为两种形式 ：（！9. 7) 式和 （19. 4) 式[需要将 
(19. 6) 式的 St / 代人后 者）. 使这两个表达式相等， （ 经过代换和重新 
表示某些变量之后）我们 得到： 

~[ G(P + K ) - G ( P )] = G(P + K ) G ( P ){ [ - 幻 ] g ag + 

+ ijr fiS . aS (^; P ， Q ) G ( Q ) G ( Q - K ) 卜 

在这个等式中取 co , k -*0 时的极限，便得到待求的恒 等式； 这时 

G ( P + K ) - G ( P )-， a J —+ k ^ (19.8) 

dPo dp 

[式中 P = ( Po ， P )]. 在 A / W —0 的条件下取此极限，我们得到第一个恒 等式： 

-{ G 2 ( P ) L [5 a ,- i | r ^(/ 5 ， c >){(； 2 (^)} w ^2_] , (19.9) 

这里引入了记号 

{ 以 （ P ) }„ = lim G ( P ) C ( P + 尺），当 0 时. （19.10) 

< a t k *0 

用类似方法，在 0 的条件下取极限，我们又得到一个恒 等式： 

〜尝 W ) M 亡 (尸 ,<{ G 2 (机 黑]， (19.11) 

其中引人了类似的记号 { G 2 ( P ) h . 

下面来研究给系统加上如下恒定场时格林函数的 改变： 

hV ^ hV ( r ) =" 〆 *_: (19.12) 

当免 — 0时，这个场在空间缓慢地改变，因此可以把它视为对系统的宏观影响. 
根据外场中的热力学平衡条件，应有 A + S " =常量（见第五卷§ 25) ;这就是说， 
当灸 — 0时化学势^改变一个小量- %.格林函数相应的改 变为： 


夕 2 ) = - U 0 d B 


dC ( X t - X 2 ) 


它的傅里叶分量[按 （19. 7) 式的定义]: 
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6^,( P 2 , F .) = -(2 tt ) 4 & <4) ( P 2 - P 1 )^^^. 

另一方面，格林函数的这个改变也可以按公式 （19.4) 计算，这一次在公式中取 
bU(P 2 ,P t ) =(2 tr ) 4 i / 0 & (4> ( P 2 - P l -K) t (K = 0 ,k). 

在此情况下（恒定场 ， w = 0)， 向 k—Q 的极限过渡相应于 w / A — 0的情形.结果 
得到恒 等式： 

(19.13) 

最后，这一恒等式的出现，可作为系统伽利略不变性的结果.为导出该恒等 
式，我们来研究动坐标系中的液体，此坐标系以微小速度 hw(t) 随吋间 

作缓慢运动.变换到这个坐标系，等价于给系统加上外场，外场的算符 为①： 

bU = -hw • p = —8m/ - V. (19. 14) 

m 


或在动量表象中， 

bUiP^P,) = - Pi . '(2 幻 V 4) ( 尸 2 -/>, ~K) t K = (CO,0), 

此表达式必须代入 （19. 4) 式，然盾取极限 

另 一方面 ，当时，这里所指的是从一个惯性参考系向以恆定速度 
运动的另一惯性参考系作伽利略变换.如果液体有能最为的元激发，那么 
在以速度 Sw 相对于 液体运 动的参考系中，这个兀激发的能蛩将为②. 
因此在新的参考系中，频率 p c 应以/><> +/? • 的组合形式出现在函数 G ( F ) 中 

(于是，使函数的极点移动 . & w ). 这样一来， 


于是我们求得恒 等式: 


bG ~~ P ' hW ^ 


^f } = W) L { V - i ]■ r；. a6 ( P,Q)q{G 2 (Q) 

(19.15) 

下面我们要运用得到的恒等式，特别是，运用于 Q 由变量/ > = ( P () ， / 0 在费米 
面上的值为 h = (0， p F ) 的情形.将因子 6 2 ( P ) 从恒等式的右边移至左边，同时 
把 G ( P ) 的微商换成 C 、 P ) 的 微商； 这时在 G ( P ) C(P + K ) 中以什么方式趋于 


① 变换到动坐标系时，：要在自由粒子经典拉格 朗日函 数 i = /nfV 2 中作代换 :》-» r +6 w, r 是出 

现一个小增贵 （当 5 h » 很小时 > ，以. 相应地丨见第一 # ( 4 0. 7 > ] , 哈密顿函数增最为 Stf = 

-P - 在量子力学中该增 M 相应于算符 （19. 14). 

② 对照下面§ 23中更详细的 U 论. 
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0的极限便是无关紧要的了 • 

另一方面，在费米面附近格林函数决定于本身的极点项，因此 
G ' 1 (P) =y[p 0 ~v f (p -p F )] , 

从而，在该表面 上有： 

l _ 1 dC' 1 _ v? ^Pr 
卽 。 Z 9 dfi Z d^t 

结果，例如恒等式 （19. 9) 和 （19. 13) 在费米面上分别取如下 形式： 

if 厂 iUHC 2 ( 机 ^t=( 卜孕妄 ) V (19.17) 

§20 边界动置与密度关系的推导 


前几节得到的诸关系式，对朗道费米液体理论的基本命题能够给出彻底的 
证明 ：即断 定边界动量/ > F 与液体密度 / V / V 之间的关系， oj ■由适用于理想气体的 
同样公式（〖•〗）给出. 

这里证明的主旨在于，当化学势 M 的变化为无穷小时，可独立计算/ V 和& 
的改变，然后再将它们作对比. 

根据 （7. 24) 式，作为（在给定的体积 K 中）化学势函数的总粒子数，可由下 
列积分 给出： 

/ V = P = ( P 0 ， P ). (20.1) 

-oj ( 2 tt) 

因而微商 


( 20 . 2 ) 


1 d/y = _ 2 r^(P)^ 

V d/u. J d/A (2 tt) 4 

由于这个积分当 p 。 大时 （» 时， aG / a / tcxi / p 〗） 具有收敛性，因此在被 
积式中已不需要写出因子 e ' iw . 将恒等式 （19. 】3)(对的值求和）中的 
ac / 私代人积分后，我们 求得： 

为简便起见，式中厂= r ur > ar . 以下计算的目的，是将等式的右边部分只用沿费米 
面的积分表达出来. 


首先，用 （ n . 17) 的表达式（其中将记号 化换成心） 代替上面的第二个积分 
中的厂 
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y ^ = 2i j {c 2 (P)} t ^0 7+ I {G ^ P)}kri p iQ){ c\Q) }k ^0^- 

\ {Gl{P) }kF：{ - ( P J Sf)r ^ S ? ,Q){G 2 (Q) } f P ( ^y° S - 

(20.3) 

我们首先变换最后一项.这一项的被积式中，只最后两个因子与 有关； 它们对 
的积分决定于公式 （19. 17)( 在费米面上，5= 乂），因此这一项取如下 形式： 

印 W ， s ,) 錶 

其次我们记起，对 d 4 / 5 取积分时，/0的极限值应按 （17. 10) 式的意 
义来 理解； 所以 { C 2 (尸） }„ =史（尸），而 


{ G 2 ( P)} t = {G 2 (P)^ 8(p 0 )8(/>-p F ). 


(20.4) 


作此代换之后，则 得： 

p\ zl / , v F dp F 


其中，根据 U 8. 4) 式引人了准粒子相互作用函数，并利用了 （2. 6— 2. 7) 式中由 
函数尸(办）表示的表达式/« ; 尸上面的横线表示对 do /4 Tr 求积分.剩下的对 
d 4 P 的积分，可由公式 （19. 16) 给出，然后对 do s 求积分又得出因子 4< rr . 因而 
(20.3) 式中的第三项 等于： 

p\Z 2 , v Y d Pr .、 r . 1 _ 


( 20 . 5 ) 

用类似的方法来变换 （20. 3) 式中的第 二项： 先根据 （20. 4) 式，用 
和 {&((?)}• 表达 { G 2 ( P )} t 和 { G 2 (<?) K ， 此后再运用恒等式 （19. 9) 和 
09. 16). 因而这一项等于 


- Jg 磊叫心咐- 1 )-叶 

由于 P。— ±00 时 G— 0, 所以对 dp D 求积分时，第一个积分变为零 • 

最后 ，（ 20. 3 ) 式的第一项因代人 （ 20. 4) 式后，而得出 

2 l i {G2(P)L ^ + P t^ 

现在把所有的贡献 （ 20. 5 — 20. 7) 都加起来，我们 求得： 

1 d/V pl dp P . p\Z r dp F } 


d 4 P pU 2 


( 20 . 6 ) 


(20.7) 


i ^ Py a Pf . ^ f, «/>f ?、 1 


( 20 . 8 ) 
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另一方面，在 （2.14) 式屮取 

bn' =^8p F = 8(/? -/7 F )8p F , 
印 I 


得出： 


\ + F ), (20.9) 

dp F 

我们强调，在推导 （2. 14) 式时还没利用与 AVV 的具体依赖关系，因此我们有权 
在这里利用此关系式[指 （2. 14) —译注]来寻求上述依赖关系 f 当然，等式 （20.9) 
也町 以借助于推导 （20. 8) 式时用过的那些关于顶角函数的诸关系式得岀来①]. 
考虑上面的等式我们看出 ，（20. 8) 式中的花括号变为零，所以 


A ^ _ iL [ 8lTp F 

d/x k it 2 dju, d/x !• 3( 2ir) 3 


( 20 . 10 ) 


当 / V / F —0 时，我们研究的对象则是气体，因此在这个极限下，/^与 AVV 的依赖 
关系不管怎样都应与气体的一致.用这个条件可确定积分 （20. 10) 式时出现的 
常数，于是最终我们得出了所求的关系式 （1.1): 


N _ 

y 


Zirp ]. 

3(2 tt ) 3 
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为了举例说明图技术的应用方法，在§6中用通常的微扰论已经研究过 
[ B . M . ra ; iHUK H ft ，】958] 的模型框架内.本节将用图技术计算近理想费米气体的 
格林函数.注意这里所说的气体，是指粒子间具有斥力作用的气体，只要最终计 
算结果仅含散射幅，则§6中描写的方法便允许将微扰论运用于这种相互作用. 

§14指出过，求格林函数归结为计算自能函数 X ^{ P ). 在微扰论的一级和二级 
近似下，自能函数由（14.9>和 （14. 10) 图的集合给出.在此，把它们画成如下 形状： 



P-Q 


(a) 




{ c ) 



( 21 . 1 ) 


①有效质最公式 （2. 1丨）可借助关系式 （17. 17) 以及等式 U 9. 11) 和 （19. 15) 推导出来. 
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图 （21. U — b) 包括一级图 （14. 〗0a)，（14.9a) 和二级图 （〗4. 10b—c) , ( 14. 9b— 
c); 后者与前者的区别，只在于对内实线的 修正； 这些实线在图 （21. U — b) 中是 
以粗线表示的，因此它们所对应的不应是理想气体格林函数（^>，而应是修正到 
一级项的函数 C. 最后， （21.1c — d) 是 （14. 10d — e) 的二级图.所有的图经过变 
形，使其结构性质变得更为 明显； 这就是四外线图的“梯形”级数之前几项，在四 
外线图内冇一对外线按不同方式相互“短路”. 

现在我们开始计算阍（21. U). 它的解析 式为： 

[- W ))]， ⑼ G (卜。)^1， 

= P = (( o , p ) (21.2) 

(其中省略了公共因 / S ^). 我们首先对和„求积分.但是，由于因子 {/(<?) = 
叭9) 与％ 无关，而当 U „ l — oo 时 Goc 1/ g " 所以必须预先明确积分方法.为此， 

需要回顾图 （21. la) 的来源，并注意图中的实线对应于同一个算符 P 内一对必 

算符的收缩.这就是说，企和少*取在同.时刻，并且当收缩时令 M 立于士的左 
边.换言之，在坐标表象中产生的 C 函数，取在 -0. 在动量表象中， 
这意味着对 （ 2 l. 2) 式中的被积式添加一个在 f — - 0时取极限的因子 
exp( 现在利用公式 （7. 20)， 则得： 

[- iS ] a = iju ( g ) N ( p - q )-^, (21.3) 

式中 Wp) 为粒子的分布函数. 

傅里叶分蛩 " Q) ，只当 g 时才显著地依赖于 g 的大小，这里~为场 
t/(r) 的作用 半径； 这些 g 值（对于稀薄气体 来说） 显然比 & 大得多，如果限于数 
值 Ip -p, \ « l/r Q ， 则对于这些 g 值将有 N ( p ~ q )^ 0 . 因此 （21.3) 式中的叭兮） 
可以换成 f/(0)， 并从积分号下提出来①.剩下的积分等于气体密度 /i( M ) 的一 
半（给定自旋投影值！），因此 [5] s = -n( / t)t/(0)/2. 

实线自身封闭的图 （21. lb) 给出了 [i：] b =/1(/^)(/(0).所以，两个图对 Z 的 
贡 献是： 


[^]„.b = 4^(M)"(0) = 2 ~n(/x)a, (21.4) 

z m 

式中 a 为根据 （6.2) 式定义的散射长度. 

(21. 4 )式中也含有全部一级效应.在这种近似下， n(/x) 应理解为理想气体 
密度 n w ( M )， 因此， 


①于是不难看出，允许误差的相对数 里级〜 （；> F ， 0 ) 2 , 因此就连对 P y 0 下一个数量级的各项也彩响 
不到. 
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(21.5) 


为了向前计算，我们引人作为辅助记号的函数厂它由下列梯形图 定义： 



( 21 . 6 ) 


(照例，=匕 + P 4 ). 其解析形式为： 

+ F ^), (21.7) 

其中 iF (1 ) = - i /7(/> 3 -弋）， (21.8) 

iF m = j G { 0 ) { P ') U { P , - P ') G w { P l + P 2 - P , )(/( P / - P 3 )^ P \ , 

(21-9) 

将两个图 （21. l c — d ) 展开，并用 f (2) 把它们表达出来， 可得： 

[-iX(P)] c . d = - fG < 0 ) (Q)F < 2 ) (P,Q ； Q,P)-^ 7 ^ 

+ 2 fG ( 0 ) ( Q ) F ( 2 ) ( P , Q ; P , Q)~^j (21.10) 

[其中以 F < "代 替 〆 2) 后，由这两个积分可得出（2】. 5) 式].两个积分前符号的 
区别与图 （ 2〗 . Id ) 中封闭圈的存在 有关； 第一图中的 S 因子给出=5@，而 
第二图中的5因子给出 S ^ S Yy =2心. 

现在来计算 F <2> . 由于与&无关，所以对求积分归结为 


厂 G ^ iP ^ G ^ iP , + P 2 

J - oo 2 TT 

将 （9.9) 式代入这里 （并考 虑到 | — oc 时积分是收敛的），我们在复数火 
的半平面上用无穷大的半圆圈来封闭积分 围道； 这时，只当两个函数的极点 
位于不同的半平面上，积分才不为零，即 


sign(p’ -p F ) ~sign( \p t +p 2 -p' \ -p r ), 


( 21 . 11 ) 


最后我们 得到： 
F (2) ( W ,， P 2 ) 


= - J 


_ ^(Pt ~P')^{P' ~j?))sign(/i > -p F ) _ d 3 〆 

出 2 +2 M -&[〆 2 + (Pi + 卩 2 -P’) 2 ] + iO • sign(〆 -p F ) ( 2 沉 ) 


( 21 . 12 ) 

(式中 a >,= p I 0 , W 2 ^^ 20 ). 同时，为了自然地考虑到 （21, 11) 式的要求，在被积式 
的分子中应作如下 代换： 

sign(〆 -/>(,)-*•! -e{p') ~e(p l +p 2 ~p') 
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其中 Wp ) 为阶跃函数（1.10〉. 

我们在§16中已经看到，梯形图级数确定（真空中）双粒子相互散射幅.因 
此 （21. 12) 式包含对散射幅各一级项的修正.将 （21. 8) 式的 F ( l > 作如下代换后， 
就能计及这个 修正： 

m 

(其中 / 为精确到二级的真空散射幅 ）® ，同时从/ ^ 2> 的 表达式 （2〖.12) 中减去它 
在真空中数值的实部，即当 Pk = 0 ,/i = 0时，数值 A = p 2 l / 2 m , o ) 2 = p 】/2 m , 它们分 
别相应于两个真实的碰撞粒子的能量（图的“物理”外线）.此后便可以用能量 
为零时的值，即用散射长度《，去代换 - Re /®. 所以 将有： 

广 （W ■，/ M = 

/ 4 tta \ 2 f r _ [ 1 - 6 ( p ') - 0 ( p { + P 2 + P ' )]_ 

m + o 2 + 2 fj ,-^-[ p ' 2 + ( p } +/? 2 - p ') 2 ] + i 0 . sign (/> , - p T ) 




_p_2m_! 心， 

p] + Pi 一 P’ 2 - (Pt + P: ~P') 2 ^ ( 2 it ) 3 


(21.13) 


第二项中的记号 P ， 表示取主值 积分； 这是利用规则 （8. 11) 分离出积分实部的 
结果. 

因为 （21. 13) 式对/>，和是对称的， （21. 10) 式中的两个积分相等，因此 
r _ ; v/ />M - n. u rt\ ^ Q 


- iZ (/>) L . d = G w (Q)F m (P,Q ； P,Q) 


(W 


将 （21.13) 式的第一项代人上式时，如果 

signC /)' -p r ) = - sign (^ - p r ) , (21. 14) 

则对如。的积分不等于零，因此被积式的两个极点重新处于％的不同的半平面 
K . 将 （21. 〖3)式的第二项代人时，只有因子与 如有关 ，利用公式 （7.23) 
可求出对如。的积分，并给出 N { 0 ) ( q ) ——理想气体粒子的分布函数，即阶跃函 
数氕将 （21. la — d ) 全部图的贡献汇聚起来，结果我们 得到： 




(弘 ） a + S (2> (( o , p ), 


(21.15) 


① 切勿将本节屮的 / 与准粒子相互作用函数相混淆！ 

② 在 （21. 12) 式中不能进行这种代换.因为，很大时，将使积分发敝.但施行广上述减法之后（当 
~时）积分做该代换也已收敛•因而可以进行这种代换.只《 £积分的丈部 （相应 地将换成 R e /) 是 

为 f 避幵与散射 W 虚邱有关的 困难. 因为当动 ㈣ 很小时 Re / 按动 S 的偶次幂展开，而 Im / 按动最的竒次 
幕展开（见 第三卷 § 〗 32).所以考虑/的动量依赖关系时，将得出相对数量级为 U r a ) 2 的修正，即这个修 
正是以忽略的.而将 i / 换成 - 4 ir / An , 则葙考虑/的虚部，这时将得出相对数贵级为以《的修止. 
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式中 




[1 - d(p') - 6(p +q -p')} [6(g) - d{p')] _ 

+/a + 2 ~[<? 2 ~ p ' 2 ~(P +9 - 〆 ) 2 ] +>0 • sign ( p ’ - p F ) 


-P 


2 m 0 ( q ) 


1 Ad 3 〆 


P 2 +( 1 2 ~ P ，2 + (P + ^ ~ P ') 2 ^ ( 2 ^) 6 (21‘ 16) 

[积分号下第一项分子中的因子 B { q ) -0(，），当满足条件 （21. 14) 时则换成 
- s'gn(«7 ~Pf ) ]• 

我们首先指出，具有虚部.这个虚部可以借助规则 （8 .丨丨）从 （21.16) 式中 
分解出来，并用下式 表出： 

Im I { o ), p ) = - (~~) { 没(9)[ 1 ~ 0 ( p f )] [ 1 - 9 {p +q - p ')] - 


- [ 1 - e ( q ) ] 6 ( p ') e{p +q - p ') } x 

x 8 +fl + ~-( q 2 -p ' 2 ~( p + q - p f ) 2 ) (21. 17) 

[考虑到已对花括号中的表达式作了变换]. 

准粒子能谱，可根据 （ M . 13) 式计算出来，即 

s(p) = L + ^ n(fi)a+x<2 ' (佥 w) (2K18) 

(在2 (2> 中，按需要的精确度可 i ； 的复数性表示激发有衰减 （Ime 

笋0)_ 

出现这种衰减，表明准粒子是不稳定的，这种不稳定性与准粒子可能有实际 
裂变过程 冇关. 准粒子可以放出自己的部分能量，并靠它产生准粒子对（粒子和 
空穴）.作为例子，我们来考査 （21. n ) 式积分号下花括号中的第一项.根据阶 
跃函数的性质，如果 

P’ >Pr, \Q +P ~p r \ >P” q <p ¥ , 

则这一项不等于零 • 这几个不等式对应于这样一种过程 ：在此 过程中，初动量为 
/»(/>> p F ) 的准粒子转变为动量为 〆 的状态 （ p >// > p F )， 并 R 有 p ，的动量传 
递给费米球内（动量 <7 <化）的粒子，后者被激发到费米球外动量为7 +/> 的 
状态； 这种转变相当于 出现了 动量为（空穴）和 <7 +p 的两个新的元激发. 
(21. I 7 )式中的 S 函数，表明在这个过程屮遵从能量守恒定律，其中 w +/i 起着 
准粒子初始能量 e (/0 的 作用： 

eip) = + [e{g +P -P') -e{q)] 

(此处，在一级近似下，只要取 £ (/7) =/> 2 /2 m 就够了）.按照上面指出的意义，以 
该等式确定的能量 e ( p ) ，确实相应于费米球外 U > M ) 的准粒子. 

勾此类似， （21.17) 式花括号内的第二项，是准粒子对产生于空穴的过程. 
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此项给出了能量为 s 的元激发的衰减.用图技术语言来说，准粒子可能产生 
对，表现为吋能通过截断三条实线（其中，两条同方向，第条反方向）而将 C 函 
数图分成两部分.在图 （21. lc — d ) 中，这种分割是在两条虚线之间进行的. 

弱非理想气体情况是特殊的（与任意费米液体的一般情况相比），原因在 
于，这种情况中的准粒子能谱，不仅在费米面附近而且在整个动置值域内都有意 
义 ：因为 “气态参数” ap K 本是-个很小的量，所以准粒子衰减 （ Im 幻相当小.但 
是，这里我们只对两种极端情况得出最终的计算结果. 

在费米面附近 （ \ p - p f \ «~)，得到： 

Ke = /a + (p -p T )p t /m ', 

其中并和/«_分别由 （6. 14) 和 （6. 17) 式决定.得出的准粒子衰 减为： 

Im … 忐 ( 〜 a) U sign(p -〜)- ( 2I . 19 ) 

此表达式与 （ p - p F ) 2 成比例具有明显的来源 ：所出 现的一个因子 p - p F ，乃是动 
量空间一个区域（薄球壳）的厚度，准粒子对所由产生的准粒子，其动量即属于 
此 区域. 还有一个同样的因子，则是在其中产生准粒子对的壳层的厚度.我们 

顺便指出，这些见解对任何费米液体都是适用的，因此在费米面附近总有 
lm ^oc (p -p F ) 2 CD. 

在大动量的情况下 ， P >>化（但仍保持 pa «\) ，我 们有： 

e = i £； + S ^ 十③一 . (21.20) 

在两种情况下，比值 Im e/Re e 都小.当时，这个比值达到最大值，即 
使在这里它«1. 

最后，我们引人弱非理想气体格林函数的重整化常数值.该常数可用如下 
公式算出： 

_L - 1 

^ 6> - 0 .p s Pf 

因而它等于 

Z = 1 (21.21) 
77 


①当温度不等于零时■将这个 t 对热平衡分布求平均，可得出准粒子衮减与 r 2 成比例的结果.关于 
这一点 e 在§ 1中讲过. 



— 
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§22 玻色型置子液体中的元激发 

现在我们开始研究具有另一种全然不同类型能谱的量子液体，这种能谱可 
称作 玻色型能谱① . 

这种能谱的特 征是： 元激发（液体处于基态时不存在）能逐个地产生和消 
失-但整个量子力学系统（在这种情况下是指整个量子液体）的角动量只能成整 
数改变.所以逐个产生的元激发应具有整数角动量，因而遵从玻色统计.凡是 
由自旋为整数的粒子所构成的景子液体（液体同位素 4 Hc 就是这样），在任何情 
况下都具有这种类型的能谱. 

为作比较，我们回忆一下 ：当用 元激发谱的术语来描写费米液体时[处于基 
态的液体中不存在元激发（见§1末）]，这些元激发只能成对地产生或消失.正 
因为如此，才能使这种谱型中的元激发具有半整数自旋. 

在量子玻色液体中，小动量 〆 即波长比原子间距大）的元激发相当于通常的 
流体动力学声波，即声子.这就是说，这些准粒子的能量是它们动量的线性 函数： 

s= up, (22. 1 ) 

式中 u 为液体中的声速.上式可由通常的公式 u 2 得出，而且不需要明 

确是在温度 r 一定或在熵 s —定的情况下取微商，因为 r -, o 时，也冇 s — 0②. 

玻色液体中的元激发数，当 r — 0时趋近于零，并且在低温情况下，由于元激 
发的密度足够小，因而准粒子之间可以看作是无相互作用的，即它们构成了理想 

0) 这种里子液体理论，是 / I . fl . 朗逍于 1940—1941 年随 n . ；! . 卡皮查发现液氦的超流性之后创 
建的.这些发现.给全面发展现代 M 子液体物理奠定了基础. 

②在第五卷§71，§72中曾对固体中的元激发引人7•声子的概念.必须强调，微观均匀系统（即液 
体）中元激发的动萤是真实动母 . rfii 不是固体晶格的周期性场中那种准动贵. 
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玻色气体.所以玻色液体中元激发的统计平衡分布可由玻色分布公式（其中化 
学势等零，见第6页脚注） 给出： 

n ( p ) = [ e eh)/T - I ]''. (22.2) 

利用这个分布，并知道 〆 P ) 在/>很小时的依赖关系，就可以算出液体接近 
于绝对零度的热力学量，在这样的温度下，液体中所有的元激发事实上都具有很 
小的能量，即都是声子.利用固体在低温下热力学量的表达式（见第五卷 §64), 


就可以立即写出相应的公式.它们的区别只在于，代替固体中声波三个可能的 
(—个纵的、两个横的）极化方向的是，液体屮只有一个（纵的）极化 方向； 闪此所 

有热力学量的表达式都应除以 3. 例如，对于液体的自由能，就 有： 

2 

F ^ F 0 - V — —— r , (22.3) 

90( ftu )” 

其中 ^为液 体在绝对零度时的自由能.液体的能量为 

17 2 广 

rt i-' f / II ^ / • \ 


(22.3) 


E = E 0 + V 


30( feu ) 3 ’ 


而热容董为 


它与温度的三次方成正比. 


c = v 


2tt 2 T j 
15( 細） 3 ’ 


(22.4) 


(22.5) 


声子的色散律 （22. 〗 ） ，只在准粒子波长 fi / p 大干原子间距时才成立.当然 
随着动量的增加曲线偏离了线性依赖 关系； 曲线的以后走向，将依赖 
于液体分子具体的相互作用规律，因此不可能用一般的形式确定. 

在液氦中，元激发的色散律具有图2所示的形状 ：函数奴 p ) 在开头的—段 
线性增长以后达到极大值，然后开始减小并在一定的动量值/>。处通过极小值①. 
系统处于热平衡时，其中大多数元激发的能量都在函数 〆 />) 各极小值附近的区 
域内，即在小 〆 e =0 附近）的区域内，以及在 dp 。） 值的区域内.所以这两个区 
域特别重要.在/>=/>。点附近，函数可以按的幂展开.在展开式中，不 
存在线性项，精确到二级项 时有： 


€=A 


| (P ~ Po ) 2 
—2m. 


( 22 . 6 ) 


式中 △=^(〃。〉，/^为常数. 这种类型的准粒子称作 旋子. 但是我们强调，这两 
种类型的准粒子——声子和旋子，只是对应于同一条曲线的不同线段而已，因而 
它们之间可以连续地转化. 


①这种形状的进线是 / I . fl . 朗道 （1947) 基于对液氦热力学 g 的实验资料分析而首先提出来的；后 
来. 这种谘 线根据中子敗射的实验事实 ii 得到证明. 

关于这种类助能谱的定性理论，已由费曼 （ R . P . F ey rnnan ,195 4 > 给出 ： 参看后而345页的注解. 
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液氦能谱参量的经验值（在密度 p =0. 145 g / cm 3 的情况下外推到零压强的 
值) 为①： 

u ~ 2.4 x 10 4 cm / s，A = 8. 6 K , (，2 7) 

p 0 /h = 1.9 x 10 8 cm ' 1 , m * =0. 14 米 （ 4 He ). 

由于旋子能量总包含比 r 大的量4,当温度低到可以把诸旋子称作“旋子 
气”时，后者的描写便可以用玻尔兹曼分布来代替玻色分布了.据此，我们从下 
列的玻尔兹曼气体肖由能公式出发來计算液氦热力学最的旋子 部分： 



图2 


F = -NT\n 


eV 


(见第五卷 §41). 此时应把这个公式中的 yv 理解为液体中的旋子数.但此数本 


dT= 為 


身决定于热力学平衡条件，即决定于自由能取极小值的条件.令 dF / d / V 等于零， 
我们求得旋子 数为： 


% = e * /T dr ( 22 . 8 ) 

( 当然，它相当于化学势等于零的玻尔兹曼分布）.相应的自由能 值为： 





现在应将 （22. 6) 式代入这两个公式.因为 W 7\所以对 dp 积分时，可 

足够精确地将/> 2 换成并将因子 〆 提出积分 号外. 被积函数为指数函数时，积 
分区域可以遍及 -00 到00 之间. 最后我们 得到： 


/ V „ = 


2(巩. T) l/2 plV 


-j/t 


(2ir) V2 ^ 
因此旋子对熵和热容量的贡 献为： 


〜_ TN 旋， 


(22.9) 


①我们还要指出，液氮在 r = o 时的化学势之值为 
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、 =/v k (I + y ) ， c & + y + J^)' (22.10) 

我们看到，各热力学最旋子部分的温度依赖关系基本上是指数函数形式的. 
因此，在足够低的温度下（对于液氦，大约低于 0.8 K ), 旋子部分小于声子部分, 
而在较高的温度下情况就改变了，这时旋子的贡献超过声子的贡献. 

§23超流性 


具有上述类型能谱的量子液体有一种非凡的性质，称作超流性，即沿毛细管 
或狭缝流过时不 M 出任何黏性.现在我们从研究绝对零度时的液体开始，这时 
液体处于它的基态，即未被激发的态. 

我们来考査以恒定速度》沿毛细管流动的液体.由于液体与管壁间的摩擦 
和液体本身的内摩擦，会发生液体动能的耗散，因而流动将逐渐变慢，这样就显 
出了黏性的存在. 

最好在随液体 一起流 动的坐标系中来研究液体的流动.在这个坐标系中氦 
是静止的，而毛细管壁则以速度-»运动.在有黏性存在的情况下，静止的氦也 
会开始运动起来.这在物理上是显然的，即液体被管壁粘附时，不可能刚开始就 
引起液体的整体运动.运动的出现必然从逐渐激发内部运动开始，也就是从液 
体中出现元激发开始的. 

我们假定在液体中出现一个动量为 P ， 能量为的元激发.于是，液体的 
能量 A (在液体最初处于静止的坐标系中）就等于这个元激发的能量 I 而液体 
的动量/ V 就等于元激发的动量 f 现在我们再改用毛细管处于静止的坐标系. 
根据力学中熟知的能量和动量的变换公式，对于这个坐标系中液体的能量£和 
动量 P ， 我 们有： 

E - E 0 + P 0 • v + P = P 0 + M v , (23. 1) 

其中 AT 为液体的质 M •将 IP 代入上式以代换^，户。，可 写成： 

h: = e + p • v +~. (23.2) 

A / t ; 2 /2 这 一项是 流动液体的初 动能： 表达式 • «是由于出现激发而引 
起的能量变化.因为运动液体的能量应该减少，所以这个能量变化应当是 负的： 

e +p ' v <0. 

当给定 P 值时，不等式左边的量在 p 和 t ； 反平行时具冇最 小值； 因此在任何 
情况下都应冇.即 


v > ± . (23.3) 

P 

这个不等式至少对元激发动量 p 的某些值应当是满足的.所以只要求出量 
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^>的 极小值，我们便得到沿毛细管运动的液体中可能出现激发的最终条件. 
从几何上来说，比值 s / p 是从坐标原点（在平面内）到曲线 s = Hp ) 上某一 
点所引直线的倾角之正切.显然，它的极小值决定于从坐标原点向曲线所作的 
切线之切点 • 如果这个极小值不等于零，那么当流速不太大时，液体中不可能出 
现激发.这就是说，液体流动不会减慢，即液体显出超流现象. 

上面得出的超流性存在的条件，就其实质来说，归结为要求曲线 £=£(/；) 不 
在坐标原点与横坐标轴相切（撇开可能性很小的情 况：即 曲线前方的某一点与 
该轴相 切）. 因此，任何能谱，只要其中足够小的激发是声子的话，都会引起超 
流性. 

现在我们来研究温度不等于绝对零度（虽然接近于绝对零度）时的这种液 
体.在这种情况下，液体并不处于基态——它含冇激发.这时上述讨论本身自 
然是有效的，因为在这些讨论中并没有直接利用液体最初处于基态这—情况. 
液体相对于管壁的运动，当满足上述条件时仍旧不能在液体中引起新的元激发， 
但是，冇必要说明在液体中已有的激发是怎样出现的. 

为此，我们想象“准粒子气体”作为一个整体以速度》相对于液体作平动. 
作整体运动气体的分布函数可以由静止气体的分布函数求出，这里只要把粒子 
的能馕《换成便可，其中尸为粒子的 动量. 对于通常的气体来说，这种 
情况是伽利略相对性原理的直接结果，并且可以简易地借助由一个坐标系变换 
到另一个坐标系的方法予以证明.但在我们所研究的这种情况下，不能直接运 
用这样的论证，因为准粒子气体不是在真空中运动，而是“穿过液体•，运动.虽然 
如此，从下面的讨论中可以看出，这种论断还是有效的. 

设激发气体以速度《相对于液体运动.我们来考査这样一个坐标系（坐标 
系尺），在这个坐标系中激发气体作为整体处于静止，而液体相应地以速度一《 
运动.根据变换公式 （23. 丨 ） ，液体在坐标系中的能量: £： 与在液体处于静止的 
坐标系（坐标系心）中的能量心之间的关系式为： 


设在液体中出现一个能量为 £(;?) (在坐标系心中）的元激发.这样，在坐标系尺 
中液体的附加能量是 s-p ，这就证明 r 上面所作的论断①. 

因此准粒子气体（对于单位体积气体）的总动量为： 

P = jpn(e ~p • v )dr. 


①对 T 玻色液体中的准粒子来说， 《( ff ) 是分布函数 （22. 2). 应注意，超流动性条件 
好与保证表达式 n( s ~p • « >对于任何能 M 都正定 和有限的条件 一致. 
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我们假定速度 v 很小，于是可以把被积式按 P • «的幂展开.当对矢量 P 的方向 
求积分时零次项消失了，而 保留： 

尸=一 jP(P • » ) 1/) “， 

或对 P 的方向求平均后，得： 

- (23 - 4) 

首先我们看到，准粒子气体的运动伴随着一定质 M 的迁 移：单 位体积气体的 
有效质量决定于 （23. 4 )式中动量 P 与速度1/之间的比例 系数. 另一方面，替如 
说当液体流经毛细管时，毫不妨碍准粒子同管壁发生碰撞和交换动量.最终，激 
发气体将停止不动，就像任何通常的气体流经毛细管时的情况一样. 

因此，我们得出下面的基木结论 ：当温 度不等于绝对零度时 ，一 部分质量的 
液体，其行为如同正常黏性液体一样，在运动时“黏附”在容器 壁上； 而其余部分 
质量液体的行为则如同无黏性超流 液体. 此时极为重要的是，在“彼此穿过”的 
这两部分质童的液体之间没有摩擦，即它们之间+发生动量传递.实际上，在研 
究作匀速运动的激发气体中的统计平衡时，我们得知 ：就存 在一部分质量液体对 
于另一部分质量液体的相对运动.但是，如果在热平衡态中能够发生任何相对 
运动，那就是说，运动时并不伴有摩擦. 

我们强调，把液体当作正常的和超流的两“部分”的“混合体”来研究，只不 
过是便于描述量子液体中所发生的现象的一种表达方法而已.这绝不意味着可 
以把液体真正分成两个部分.正如用经典术语对量子现象所作的任何描述一 
样，它并不是完全适合的.实际上应当 说:在 M 子玻色液体中可以同时存在两种 
运动，其中每一种运动都与自己的有效质量有关（因此这两种质惫之和等于液 
体总的真实质 量）. 这两种运动中，一种是“正常”运动，即具有与通常粘滞液体 
的运动相同的 性质； 而另一种是“超流”运动.这两种运动彼此间不发生动量 
传递. 

因此，就流体动力学的意义来讲，玻色液体的密度可以表示成正常部分与超 
流部分之和的 形式: + A ,， 其中每一部分都与自己的流体动力学速度％和 f >, 
有关. 超流运动的重要性质是它有标 势性： 

v XV , =0. (23.5) 

这.性质是下述事实的宏观表 示：波 长大的（即动量小的）元激发都是声量 
子——声子.因此超流运动的宏观流体动力学，除声振动之外不允许有任何其 
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它的振动①，并由条件 （23.5) 来保证（在§26中我们还要讨论它的根据） 

当 r = o 时，正常部分的密度 p „=0; 而液体只能作超流运动.当温度不等于 
绝对零度时，由公式 （23. 6) 给出： 


dn 


\ P 2 ^ t . 


pn= i i {'d~s 

为了计算声子对的贡献，我们在 （23. 6) 式中取 e = U P: 

( P ), =-丄 f* ^ 24Vdp 
{PnU 3 uJ () d / ( 2 ^ h ) 3 ' 


进行分部积分后 ，得： 


( Pn )^ = 


3u 


np 


4仰 2 t\p A 


j endr . 


(23.6) 


(2 , nh) i 3u 2 

这里剩下的积分不是别的，而是单位体积声子气体的 能量； 取 （22. 4) 式的能量， 
最 终得： 


(Pn)ib "37 K ~45 SV ' 


(23.7) 


为 f 计算旋子对 p n 的贡献，应注 意到： 由于旋子可以用玻尔兹曼分布来描 
述，所以对于旋子来说 dn/de = - n / r , 片-由 （23.6) 式，我们有 


(pJat Jp 2 «dr = 


3T V 


我们假定 P 2 =/>〗，这时仍具有足够的精确度，并取 （22.9) 式的我们 得到： 

( P «)® = Jfy ^^ (23.8) 

当温度非常低时，声子 对仏 的贡献比旋子的大得多.在温度 0.6 K 时，两者的贡 
献大约相等，但温度稍高一些，旋子的贡献就占/优势. 

随着温度的升高，越来越多质量的液体将变成正常液体.当达到等式 Pn 
成立时的温度，超流性将完全消失.该温度称作液体的 A 点，它是第二级相变 
点③.定量公式 （23.7 — 23.8) 在 A 点附近当然是不适用的，因为在此处准粒子 
的浓度变得大了，所以准粒子这一概念本身在很大程度上已失去了意义. 

我们还要谈谈溶解在液氦中杂质原子的行为 问题； 这里假定杂质的浓度如 
此之低，以致可以认为它的原子间尤相互作用 [；!. 只. Jlan ^ y , H . H . 


① 这里所指的是 ：液体是无界 面的.当存在自由表面 a 、 j . 也可能有表面毛细波出现（这将使表面张 
力具有一定的温度依赖关系一见习越 1). 

② 在本教程的另一卷（第六卷）中，对超流液体的流体动力学作了详细的叙述 • 

③ 温度低于这-点的液氮，称作氰 D . 诸 a 点在广 r 平谢的相圈上构成一条曲线.这条曲线在 
2.19 K 时与液汽平衡曲线相交. 
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IToMepanHyK ,1948]. 

在液体中有杂质原子存在，将引起相应于这种原子在液体中运动的新的能 
谱支 出现； 当然，由丁杂质原子与液体原子之间的强烈的相互作用，这种运动实 
际上是液体原子也参与了的集团效应.这种运动可以用总的守恒动童来描 
述. 因此，在液体中将出现新类型准粒子（其数目等于杂质原子数），这种准粒子 
能量是动错 的某一函数. 在热平衡的情况下，这些准粒子的能量将集中 
在函数 ^^( P ) 的各极小值中最小的一个附近.事实上这里所说的杂质是指同位 
素 3 He ，一 些经验资料指明，这个最小值 位于/ > =0 处； 在此位置附近，准粒子能 
量为 

2 

^(/>) =^> (23.9) 

其中有效质量 =2. 8 5 He 原子质量. 

杂质的准粒子 I 司声子和旋子碰撺时发生相互作用，因此杂质准粒子也包含 
在液体正常部分的成分之中.由于这些准粒子的浓度很小，它们的热分布为玻 
尔兹曼分布，并 IL 它们对[按照 （23. 6) 式的定义]的贡献可由如下公式 给出： 

( Pa )* =_ jT yr = ~ V m ^ * (23. 】0〉 

式中是单位体积中杂质原子数. 

习 题 

1. 试求液氦在绝对零度附近时表面张力系数《对温度的依赖关系的极限 
规律 （ K . R . Atkins , 1953). 

解 ：系数 a 是液体单位表面积的自由能[见第五卷 （154.6) 式]. 这个量可 
按照第五卷的公式（ 64 . 1) 算出来，式中频率如„现在与表面振动有关.在二维的 
情况下，将求和改为（对振动的波矢量）求积分，需要引入因子 （ j 2 fc /(2 TT ) 2 或 
2 - nkdk /. 进行分部积分后，我们 求得： 

- -e—)^ =Qo -AJ 

(0： 0 为时的表面张力系数）.在温度足够低的情况下，只有小频率即长波长 
的振动是主要的.这种振动形成流体动力学的毛细波，对于这种情况来说 ， w 2 = 
= 为液体的密度）.因此 

h ( p \ ^r w 4/ J da > 

" 一。 4ir(a 0 ) Jo e wr -T 

(式中积分具有迅速的收敛性，因此允许将积分上限换成无穷大）.算出积分 
(见第五卷§58脚注）便得到如下 结果： 




r \3 ； u 

当溫度低到可以把全部液体质量当作是超流质量时，这个结果就是液态 4 He 的 
了① • 

2. 试求运动的超流液体中杂质粒予的色散律 e A ( p )， 已知在静止液体中该 
色散律为 (p) ( J - Bardeen , G . Baym , D . Pines , 1967). 

解： 在静止液体中 （r = o 时）加入动 量为夕 。质量为 m 的杂质原子后，在液体 
原来静止的坐标系中液体的能量和动量分别是 E 0 = e ^ ) ( p 0 ), P 0 = P < y 而在液 
体以速度 v 运动的坐标系中，根据 （23. 1) 式 则有： 

£ = ^ ( i! ) (Po) +Po - V +y(M ^m)v\ P ^p 0 +m)v t 

由此可见，运动液体加入杂质原子时，其能量和动量的改变等于 

(0) / X TflV 2 

(Po) + Po • v P =p 0 +mv 

把以用 p 表达之，我们 求得： 

h(P) =£ , » > (P )+/?.*» 

当小 。值时 ，若精确到一次项，则对于 （23. 9) 形式的能 谱 〆 ^ ( p 〉， 我 们有： 


e*(/0 =z^+v ■ p(l 


§24 液体中的声子 


从声波的经典图像过渡到量子表述时，流体动力学量（液体的密度、速度等 

等）都要换成用声子的湮没算符 匕和产 生算符~所表达的 算符. 现在我们来推 
导这些物理量的表达公式. 

应当注意，在声波的经典描述中，液体密度是要受到微振动的，振动频率和 
波矢景之间的关系为 w 液体的速度 t ; 和密度的变化部分 〆 - p Q ( P() 为密 

度的平衡值）都是同一数量级的 小量. 波动中的液体运动是有势的，即它可以用 
速度标势 P 来描述，并按下式确定 速度： 

v = V < p , (24. 1 ) 

液体的速度和密度之间是以连续性方程^//出=- div(p v ) = - p 0 div » 或 

- — p 0 A^> / O/l ■"! \ 


(24.2) 


①在费米液体（液 3 He ) 中，由于 r —0 时粘滞性无限增大，因而我们所研究类型的毛细波 （如 通常 
痄音的体积波 一样} 是不#在的. 
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联系起来的.声波中的液体能量，可由下列积分 得出： 


E = 


K 


~Y 


2 Pty 



(24.3) 


被积式中的第一项是动力学密度，而第二项是液体的 内能； 这两项分别是小量 i ； 
和 〆 的平方项. 

本来我们可以完全类似于处理晶体中的声子那样（见第五卷 §72) 进行量 
子化手续.但是，这里我们选择了多少不同的方法，它表明方法论上有某些可借 
鉴之处.我们首先研究用微观变量（粒子的坐标）表达的液体的密度和速度 
算符 • 


在经典理论中，液体的密度和质量流密度可以表示对所有粒子取和的 
形式： 


p ( r ) = X m Mr a - r ) , j ( r ) = ^ PoH r a ~ r ) 

a a 

( C 和 A 为粒子的径矢量和动量）；这两个函数对某一体积的积分，将分别给出 
该体积中液体的总质量和总动量.当过渡到量子理论时，这两个函数将换成相 
应的算符.密度算符具有同样的 形式： 


3( r ) = Z ni « 5 ( r - - r ) , (24.4) 

而流密度算符为 

j ( r ) =~ X iPM r a ~ r ) + Hr a - r ) p a }, (24.5) 

a 

式中 A = -ife V a 是粒子的动量算符 0). 

现在我们来求 r 和 r ' 点算符 /( r ) 和 #(，） 的对易 规则； 因为不同粒子的算符 
是可对易的，所以为简单起见，我们只研究 （24. 4— 24.5) 求和式中的一项.展开 
对易子时，将 S ( r , - r ) 形的算符变成如下形状： 

Hr , - r ) V , S ( r , - 〆 ） = S ( r , - r ) ( V S ( r - ^) ) +8( r t - r )5( r , - 〆 ）▽,. 

这里第一项中的 VS ( r - 〆 ) 简单地表示 S 函数的 梯度； 由于这—项里有 S(r| - r ) 
因子，因而可以用 ▽ 5( r - 〆 ） 代替 V ,5( r , - 〆 ).最后我们得到： 

J ( r ) p ( r ') - p ( r ') j ( r ) = - ifep ( V 8( r - ^) ). (24.6) 

现在我们根据定义 


①为简单起见，令系统由一个粒子构成.可想而知，算符 = TO S( ri - r ) 对波 函数少 （&) 的态求 
平均，将得出 卜 •（ r t ) p ^( r ,) d s x , = ml ^( r ) I 2 .采用类似的方法.算符 /( r ) 的平均 6 J 给出流密度的正确 
表达式： 


( k /2 i ){ tp 9 ( r)V ^( r ) - 0( r > ▽屮 • < r ) }■ 
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^ 1 « A A A. ^ v 

J = y (/^ 

引人液体速度算符 ^ 以代替 /. 定义算符^和 f 的对易规则要求 j 和 i 的对易子应 
得出表达式 （24.6). 容易验证，为此要取 

Kr ) p { r ') - p { r ') v { r ) = - ift ( ▽ 8( r -，)）. 

(此时应考虑到算符 〆 / 0 和 〆 ，） 的明显的可对易）.最后，取 f )( r ) =▽#(/•)，$ 
们便得到密度算符和速度势算符之间的对易 规则： 

Hr ) p ( r ') - p '{ r ')^ p { r ) = - m ( r - r ') (24.7) 

(这里当然可以写出密度变化部分的算符 -汍 来代替/5).规则 （24. 7) 与粒 
子坐标和动量之间的对易规则相 类似； 就此意义来说, 〆 和 P 这两个量在该情况 
下起着正则共轭的广义“坐标”和广义“动量”的作用. 

利用建立对易规则 （24. 7) 的表达式 （24. 4— 24. 5)，我们现在来写出二次量 
子化表象中的算符^和 〆 （即把这两个箅符用声子的湮没算符和产生算符表达出 
来），同时要求它们满足规则 （24. 7). 对此可 写成： 

< p ( r ) =^r X ( A , C k e. ik r + A ： C：e - k r ), 

V ^ * 

其中 4 为待定 系数; 求和遍及大而有限的液体体积 K 内的所有波矢量之值①. 
算符之，以遵从下列玻色对易 规则： 

C * C ； - C ；. C „ = 8 ti .. (24.8) 

为了今后引用，我们注意这两个算符不等于零的矩阵 元为： 

( n k - 1 I C t I > = ( n t fC t * I n t - 1) = ^/ n ^. (24.9) 

式中 \为 声子状态的占有数. 

然而，以下我们要用的不是薛定谔算符 Wr ) , 而是海森堡算符只要 
在下列和式的每一项简单地引人频率为 ( o = uk 的因子 exp ( ， 便容易从 

辛 （ r ) 得到海森伯 算符： 

< p ( t , r ) ^ (-4* C * e' (t r - |[ u 0 +-4； C ； e ' i( *- r - iu,> ) 

(对比§9的开头部分中对必算符所作的叙述）.密度箅符， U , r ) 应以关系式 
(2 4 . 2) 与算符必（卜0相联系，因此它可由同样的和式得出，但和式中的乘子应 
以 iA iPo k / u 代替此后，需要在满足对易规则 （24. 7) 的条件下确定乘子 
结果得到如下的最终表 达式： 


①与粒子屮算符不 M , 实贵算符少是厄米的，它同时包含声子的产生箅符和湮没押符.注意，这个 
性质（与 里了电 动力学的场箅符的性质相同>与声子场屮“粒子••数不守恒有关. 
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<pU,r) = X (南 广 2 (么 ei< *. r ' U * ,) + 々 e …一 >)， 

p '( t , r ) = X i (给广（4，* •一- £>〜*•“’〉)• (24.10) 

亊实上，将这两个表达式代入对易规则 （24. 7) 的左边，并考虑到 （24. 8) 式，便得 
到所要求的 S 函数： 


¥ k 


ih 

V 



ih ( *.( r -n Vd^k 

~ VJ e (2- TT ) 3 



同样不难证明，在 （24. 3) 式的积分中以 6 = ▽分和 〆 代替 f 和 〆 ，从而得到液体哈 
密顿量所应具有的 形式： 


X uhk ( C ； C k +y) , 

其本征值等于 Xuhk ( n i+ 1/2). 这正符合能量为 e = MA ： 的声子的概念. 

声波中的液体的能量表达式 （24. 3) 乃是下列精确表达式的展开式中（在零 
次项以后）的头 两项： 

^ ~ J + P e ( p ) 


[式中 e ( p ) 是单位质量液体的内能].在上述积分中将 I ；和 p 分别换成6 =▽# 和 
P^Po [式中^和 f 由 （24. 10) 式定义]，则该积分就可作为液体的精确哈密顿 
量： 

^ = | +pe(p) d 3 x (24.11) 


(把动能算符写成对称形式•和/2,以便成为厄米算符）.并且极为重要的是, 
P 和恰好是正则共轭的“广义坐标和广义动量”，因此必定能通过它们表达出 
哈密顿量.这一点可从下述事实看出：（24. 10) 的两个算符所遵从的对易规则 
(24.7) 是一个精确的规则，即在导出它的过程中，任何地方都没利用振动的微 
小性. 

这个哈密顿量的展开式中更高级（三级以上）的各项表达了声振动的非简 
谐性，用声子图像的术语来说，就是描述了声子的相互作用.这些项，对于同时 
改变若干声子占有数的跃迁都有矩阵元.因而它们起着引起声子各种散射和裂 

变过程的微扰 作用. 此时，算符匕和本身的矩阵元当然具有前面的 <24. 9) 的 
形式，正如微扰论中通常的做法一样，这里是利用了使非微扰哈密顿量对角的表 
象.我们列出三次项和四次项的表 达式： 
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§25简并近理想玻色气体 


(24. 12) 
(24. 13) 


使用接近于绝对零度时的弱非理想玻色气体模型，可明显地看出玻色型能 
谱的基本性质.在这一节里，采取类似于在§6中对费米气体的处理方法来研 
究这个 模型炎 因而§6所作的关于简并近理想气体模型的普遍性质的全部叙 
述，同样也适用于现在所研究的情况.比如说，弱非理想性[气体参数 a (/ V / V ) l/3 
« l ; a 为散射长度]的条件，可以照以前的一样，表述为粒子微小动量条件 
(6. i ) 的 形式: pa/fc <<1 ②. 

玻色子（假设它们是无自旋的）成对相互作用系统的哈密顿量，其形式与 
(6. 6) 式的区别只在于无自旋 下标： 

^ - - a p + y 2 (p 1 P 2 1 ^ ^1^2 > (25.1) 

(对全部动量下标求和）.粒子的湮没算符和产生算符现在满足对易 规则： 

a p a p ~ a p a ,= L 

也和 §6 中一样，按小动量的假定，将 （25. 1) 中所有的矩阵元再用它们在零动置 
时的值来代替，于是 

“ 南 ; (25 . 2) 

把微扰论用于这个哈密顿量，出发点在于下述见 解：在 理想玻色气体的基态 
上，全部粒子都处在凝聚体中，即处于能量为零的态上占有数 / v p =() e / v d = / v ; 当 
尸#0时， / V p =0( 见第五卷 §62). 近理想气体在基态和在各弱激发态上，占有数 
\不等于零，但远小于宏观大数/ V 。. =/ V 。 《=/ V 远大于1的事实，意味着表 

达式 

/V A ♦ A ♦ A I 

• a 0 a Q - a 0 a 0 = 1 

小于的本身，因此忽略弋和 < 的不可对易性时，便町以把它们看作普通的 
(等于 巧的）数- 

运用微扰论，意味着现在要在形式上将 （25. 2) 式的四重求和按小量 


① 下面我们所阐明的方法属于 H . H . 博戈留波大（19 4 7).他把这种方法运用到玻色气体.是首尾" 
—货以微观方式推导“置子液体”能谱的最早例证. 

② 下面我们将会看到 .4: 简并玻 色气体 中大多数粒子（“凝聚体”除外〉都具有动® y ^ vTF , 

对于这样的动里，上面指出的不等式确是成立的. 
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( P # o ) 的幂展开.展开式的零次项等于 

^ ^ ^ A 4 ( 25 . 3 ) 

a o ^0 a o a o 

一次项是不存在的（由于在这类项里不能遵从动量守恒定律）.二次项为 

< X +4 W ). (25.4) 

p 夢 Q 

限于精确到二次董时，可在 （25. 4) 式中以总粒子数/ V 代换4 =/ V 。. 在 
(25. 3) 这一项里，应估计到更精确的关 系式： 

a o + X K = N - 

<>-0 

结果 ，（25. 3 — 25.4) 式各项之和变为 

A，2 + ^ X («,«., +2 o p + a p ). 

f 7* 0 

把它代人 （25. 2) 式，我们得到哈密顿量的下列表 达式： 

^ = ^0+ X + ^0 X («,«-, + +2 a ； a p ). (25.5) 

此表达式的第一项，在一级近似下决定了气体的基态能量，而它对 ； V 的微商 
相应地为7* = 0时的化学势 




(25.6) 


( 2 5. 5) 式中其余各项决定了对£：。的修正和气体弱激发态的能谱. 

(25.5>式中的积分％,还应当通过真实的物理量——散射长度 a 表达出 
来.这在二次项中可以直接按照公式 （6.2) 得出：(7。而在第一项， 
则需要用更精确的公式 （6. 5) 表达，该公式顾及了散射幅中的二级玻恩近似.并 
且这里所指的是凝聚体两个粒子的碰撞冋题，相应地应当在 （6. 5) 式的求和中 
取晃=/» 2 =0， 〆 =因 此冇： 


-? j )， 


将此式代人 （2 S . 5 ) 式，便得到哈密 顿量： 
/i 2 T ： h^a N 7 I , 4 nh 2 a v -> 1 \ 


2 Wa N 


+ 2 rr±aJV ^ + a ； a： f + 2 a ； a p ) + ^ (25.7) 

为了确定能级，需要将算符作必要的线性变换，以使哈密顿量变成对 
角形. 现在我们引入新的算符，根据定义， 

a p = u pK +v p^-^ % = U J> P * +v p&-p ， 

而且要求它们满足算符 a , ，<所满足的同样的对易 关系： 
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KK 1 ~KK =0 ' KK* ~ b p ' ^ ~ 8 pp - 

不难看出，为此必定有 -< = 1. 考虑到这一点，就可把线性变换写成如下形 




K +M-p 


ap = ^^~. (25 ' 8) 
量~应当这样确定，使哈密顿量中消掉非对角项经简单的计算 
得出： 

T -r- - mi/ 2 l OS O'i 


其中引人了两个 记号： 


=」 r { 〆 尸〉 
mu I 


(/,) = [ uV + (^) 


AvhaN 


这时哈密顿量取如下 形式： 


Z 


(25.9) 


(25.10) 


(25.11 


(25.12) 


eip) 


_ Pi _ 

2 m 


(25.13) 


由 （25. 12) 形式的哈密顿量和算符的玻色对易关系可以推断:^；和 I 
乃是遵从玻色统计，能量为的准粒子的产生算符和湮没算符.对角算符 

的本征值就是动量为 P 的准粒子数^»，而公式 （25. 〖0)决定/准粒子能量 
对动量的依赖关系（重新用\表示准粒子占有数.以区别于气体真实粒子占有 
数％).于是我们所研究气体的弱激发态能谱便完全确定. 

量£。是气体的基态能量.以对求积分代替对离散的 P 值（在 
体积^中）求和，经计算得到下列表 达式： 


2^h 2 aN 2 

mV 


15^ 



(李政道，杨振宁， 1957). 关于气体（当 r = o 时）的化学势，相应 地有： 


SE 0 4 irh 2 aN [ t 32 [7 n -\ 


(25.14) 


(25.15) 


这两个公式是按 U 3 / V / lO l /2 的幂展开的前两项.但是下一项就不能再用上述方 
法计算了.这一项应含有体积，如 V 2 ,而这一级的量值不仅与二重碰撞，而且也 
与三重碰撞有关. 
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当动量值很大 （ P » mu ) 时， （25. 10) 式的准粒子能量趋于 //2 m ， 即趋于气 
体单个粒子的动能. 

当动量很小时（/ ><< mu ), 则有不难看到，系数 u 与气体中的声速相 
同，因此根据 §22 的一般证明，这种表式也符合声子的情况.当 r = o 时，自由 
能与能量 A 相等，于是取£。的展开式中的主要项，我们求得 压强： 

而得到的声速为 u = (式中 p = m / V / K 为气体的密度）并与（25_ 11) 式相 

同. 

应当指出，在我们所研究的玻色气体摸型中，散射长度 n — 定是正值（粒子 
之间具有排斥相互作 用）. 这一点，在形式 I ：由下述事实就可看出，即在已得出 
的能量公式中，当 fl <0 时将会出现虚数项.条件《>0的热力学意义是，在该玻 
色气体模型中它必须遵从不等式 <0. 

元激发（它们的占有数平均值为的统计分布，当温度不等于零时可简单 
地由玻色分布公式 （22. 2) 得出. 气体真实粒子按动量的分布 '可以用算符 

<弋求平均的方法算 出来. 利用 （25. 8) 式，并考虑到乘积 心和 不具有 
对角矩阵元这一性质，可 得： 

(2516) 

这个表达式，当然只在时才成立.动量为零的粒子数为 


命 J 乂心. (25.17) 

特别是，在绝对零度时所有\=0,于是借助 （25. 9) 式我们可由 （25. 16) 式 
得到如下形式的分布函 数①： 

" 2 s ( p ) { e ( p ) + p 2 /2 m + mu 1 } (25.18) 

(当 r = o 时的平均值与精确值 相等； 因此去掉了字母上的横线）.当然，玻 
色气体的非理想性，即使在绝对零度时也会出现动量不为零的 粒子; 很容易求出 
(25. 17〉式中的积分[其中/ V ,由 （25. !8)式确定]，因而 得出： 




凡 0 = TV [ 1 - 


A Na3 


(25.19) 


①应 5 指出•具有给定动酱值的粒子数极大值 （ 位于 〆 A - v /^7 F 附近，这里山 《•(/>) 的一 
个极限表达式过渡到另一个极限表 达式. 这种情况己在90页的注解中说过了. 
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最后，我们还要对这里所得的能谱作以下的说明：当/>小时，微商 d ^/ clp 2 > 
0,就是说曲线从初始的切线 e = 叩起向 上弯曲 • 在这种情况下（见下面的 
§34) 将发生能谱的不稳定性，这与准粒子（声子）可能具有的自发裂变有关. 
但是，由于相应的能级宽度很小（当 P 小时与 〆 成正比），因而并不损及在所研 
究的近似程度下得到的表达式. 

§26凝聚体的波函数 

在 §23 里我们已经谈过，在液氦中超流性的出现或消失都是以第二级相变 
的方式发生的.这种相变总是与物体性质的某种质变 有关. 在液氦处于 A 点的 
情况，这种质变可以用宏观方法描写为液体超流成分的出现或消失.以更深刻 
的微观观点来说，这里所指的乃是液体（真实的！）粒子按动量分布的确定性质. 
正是在超流液体中（与非超流液体不同），有限比率的粒子（具有宏观大的粒子 
数）具有严格等于零的 动量； 这些粒子在动量空间屮构成了玻色-爱因斯坦凝 
聚体 （或简称凝聚体）.注意，在理想玻色气体中，.当7^0时气体的全部粒子都 
变成凝聚体（见第五卷 §62) 而在近理想气体中，也几乎是所有粒子都变成凝聚 
体.在粒子间 A 冇强烈相互作用的玻色液体这种情况，当 r = o 时处于凝聚体中 
的粒子数的比率绝不能接近 T 1. 

现在我们要说明怎样用0算符的术语來描述玻色-爱因斯坦凝聚的性质. 
对于理想玻色气体——无相可.作捋的玻色子系统，它的海森伯0算符可写 
成如下的显形 式①： 

〜 ’r ) =方 X (26.1) 

在§25中我们已作过说 明：可 以忽略算符5。和< 的+可对易性，即把这两 
个算符看作是经典量.换言之， （26. 式的部 分必算 符是普通的数，这一部分 
我们用 H 来 表达： 

H 令 (26.2) 

为了农达任意玻色液体在一般情况的0算符的这种性质，应当指出，由于 
在凝聚体中 总貝有 宏观上大数的粒子，所以当这个粒子数增减1时，实质上并不 
改变系统的状态，因此可以说，由于向凝聚体添人（或取出）一个粒子，结果由一 
定的 /V 个粒子系统状态得出了 /V ± 1 个粒子系统‘‘同样的”状态②.比如说，基态 


① 见 （9.3) 式.我们般设气体粒子是无自旋的，因此没有行旋 下标. 在 <26. 1>式中，也考虑 了理想 
玻色■体当『= 0时化 学势私 = 0,因此省略了指数中 -识 / A 这一项. 

② 添人或取出粒？，应想象为进行得无限缓慢.这样就排除 r 变化的场对系统的激发. 
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仍然保持为基态.使凝聚体中粒子数改变 I 的那部分4算符用全，身 + 标记，因 
此按定义 就有： 

=B\m,N) , B* \m,N) lm,/V + l >. 

这里记号和 fm ， yv + i > 表征系统中仅粒子数不同的两个“相同的”状态， 
而 H 是某一复数.这拽论断在斤—《的极限情况下是严格成立的.因此 ，互这 
个量的定义应写成如下 形式： 

lim (m,N\ + 1) = S■, 

jV — 

lim ( m , A , + llH + lm ,/ V ) = H *. (26.3) 

/ V -*» 

这是液体在给定的有限密度值 N/V 时趋于极限的. 

如果把 少算符 表成： 

^ = H + =B ¥ (26.4) 

则算符的剩余（“非凝聚体”）部分（即扣，多" —— 译注）将使状态 lm ，/ V 〉 变为与 
其正交的状态，即矩阵允 为①： 

lim<m,iVI^I 爪 ， ；V + 1> =0 ， lim 〈 m，iV + 1 I 士 ” I m ， /V> = 0. (26.5) 

在 TV—oo 的极限，状态 lm ， /V> 和 lm ， + l 〉 之间的差别完全消失，就此意义 

来说， H 这个量是算符士对这个态的平均值.我们强调，此极限值有限是含有凝 
聚体的这种系统的特点. 

等式（ 26 . 3 )已透彻表明了舌,后 + 的“算符”性质，此外，可以认为它们与*, 

* + 可 对易. 特别是，在对基态求任何平均时，算符将代之以 H ， H •(即 
与经典量的行为相同）.我们再强调一次 ：由于 凝聚体中粒子数是个宏观量，因 
而这种近似就意味着只忽略那些相对数量级很小的量 1// V ②. 

如果波函数的时间依赖关系决定于哈密顿量糸=泠-弘 <那么 H 这个量就 
与时间无关.事实上，矩阵元〈爪，1互1//1，斤+丨〉正比于 

exp { -j[E(N^l) -£{/ V ) -(AT + lV +^ i ]}, 

但这个指数函数的指数为零，因为精确到 ~ l / iV 时，瓦 （/V + l ) -E(N) =fi. 

在均匀的静止液体中， H 同样也与坐标尤关，因而适当地选取该复变量的 
相位，容易 得出： 


① 为 J * 避免误会，我们再不厌其烦地提醆 一次： 这些等式只对应于"同样”态之间的跃迁！ 

② 特别是，取这种梢确度时，对于系统中粒子数之差相同（不大的）的各不同状态之间的跃迁来说, 

应当认为箅符&的各跃迁矩阵元都相同. 
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B = y / n ^ , (26.6) 

式中~是单位体积液体中凝聚体的粒子数.实际上 ， H + H 是凝聚体中的粒子数 
密度算符，而这个算符的平均值恰好是 /V 

由于凝聚体的存在，使得玻色液体粒子的密度矩阵本质上有别于通常液体 
中的密度矩阵.在均匀玻色液体的任意状态，密度矩阵以下列表达式 定义： 

N P (r' ， r 2 ) (26.7) 

而且该函数只依赖于 r = f , - r 2 这个差[见 （7. 13)]. 将 （26. 4) 形式的少算符代 
入上式并考虑 （ 26. 3 ) 式和 （ 26. 5 ) 式的性质,我们 得到： 

Np(r\ ， r 2 ) +/V(r"r 2 ). ( 26 . 8 ) 

“非凝聚体”密度矩阵 〆 当 … - r 2 l — »时趋近 于零； 但密度矩阵 p 这时趋近于 
有限的极限值 n D // V . 这表明在超流液体中存在着通常液体所没有的“远程有 
序”件，而在通常的液体中当1& - r 2 l -^ oc 时总是 0. 这就是使液体的超流相 
冇别于非超流相的对称性质 （ B ./ I . 金兹堡，; I . A . 朗道，1950 ;0. Penrose , 1950). 
利用密度矩阵的傅里叶分量，按公式 

N(p) =iV jp(r)e-' pr d\ (26.9) 

[ 比较 （7. 20) 式1可确定出液体粒子按动量的 分布. 将 （26. 8) 式中的 p 代人上 
式， 得到: 


N ( p ) =(2tt) 、 5(/0 +/V jV(，）e —* (26. 10) 

带有 S 函数的一项相应于动量严格等于零的粒子的有限概率. 

如果在液体中发生超流运动，或液体处于非均匀 R 不稳定的外界条件下 
(但该条件只在比原子间距大的距离上才有重大的改变），那就仍旧会发生玻色 
-爱因斯坦凝聚，但已不能肯定液体将出现 p = 0的状态.以前根据 （26. 3) 式定 
义的量 S , 现在是坐标和时间的函数，它具有凝聚态中粒子波函数的意义.它的 
归一化条件为=%，因此可以把它表达成 

- ^/ n 0 ( t , f ) e itt，i, - r) . (26.11) 

因为有宏观大数的粒子处于凝聚态，这个态的波函数变成为经典的宏观 
景①.因此，在超流液体中将出现新的宏观态（其中包括热力学平衡态）的特性. 
根据波函数 （26. U ) 算出的流密 度是： 

2 m m 

式中 m 为液体粒子的 质量. 就上式本身意义来说，它是凝聚体粒子宏观的流密 


①这类似于每个态中光了•的占有数很人时，电磁波场强变成 r 经典进 的情况（对照第四# § 5 
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度，因而可以把它表为的形式，这 里匕是 该运动的宏观速度.对比两个表 
达式 ，得: 

v f = A V 0 (26. 12) 

m 

囚为这种运动可以在热力学平衡态（用量 H 描述）发生，所以它是一种无耗散的 
运动，因此 （26. 12) 式决定了超流运动速度.这样一来，我们又得出在§23中已 
经提到的超流运动的性质，即它的标势性.同时，发现速度势 p (在精确到常数 
因子时）与凝聚体波函数的相位是相 等的： 

<P - 去少. (26. 13 ) 

但是为了避免误解，应当强 调：虽 然凝聚体的速度与液体超流成分的速度相 
同（即使凝聚体和超流成分在 A 点问时出现），凝聚体密度与超流成分密度 
A 彼此绝不 相间. 毫无疑问，绝没有理由把这两个量混为一谈，混淆这两个量的 
错误还可以由下列事实 看出： 在绝对零度时，液体全部质贵都是超流的，然而绝 
非全部液体粒子都处于凝聚体中①. 

§27凝聚体密度对温度的依赖关系 

凝聚体中粒子数密度在 r = o 时最大，而温度升高时密度降低.该密度对温 
度的依赖关系当 T ^ o 时的极限规律，町借助研究宏观量——凝聚体波函数 H 
的涨落来求出 （ R . A . Ferrell , N . Menyhard , H . Schmidt , F . Schwab ], P . Szepfalusy , 
1968). 

首先应当提醒， H 是个经典量，用量歹力学形式表达时，它 对应于 算符灸 
因此，为了计算涨落原则 h 应该利用这个算符.另一方面，在绝对零度附近长波 
振动在宏观量涨落谱中起着主要作用.液体中这些振动乃是流体动力学宏观方 
程所描述的声波，因而有可能独立地使 H 量子化来建立对应于这个量的算符. 

在这种情况下，对于量 H = y / ^' exp ( i 少）来说，直接与公式 （26, 13) 的超流 
速度势有关的相位少,在长波极限下涨落最强烈.我们提醒一下，史和步这两个 
量都不是单值的，即它们有可加的任意常数.因此，单值的量 y ^只能通过0的 

微商表达，所以的涨落的傅里叶分1将包含波矢*的多余的幂，即对于小 
t 该分量是很小的. 

相位0与速度势的关系，可以直接将少与描写液体中声子分布的量联 
系 起来. 为此，我们把史因而也把0看作是二次 M 子化算符，并根据 （24. 10) 式 


①亊实上，液氮中凝聚体的密度.肴来只是总液体密度的一小部分. 
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通过声子的产生算符和湮没算符将条 展开： 

“ Z [^) l \c p e' p ' ，/h +C ； e-^ f/h ). (27.1) 

(把非微扰的液体密度写成 p = mn 的形式，这里 n 是粒子数密度，并略去下标 
0). 如上所述，宏观量 H 的算符，即算符士的长波部分，可以表成如下 形式： 

^ = y «7 exp ( i 0) , (27.2) 

式中为凝聚体的粒子数密度. 

萏先， 我们利用这个公式来计算玻色液体的“非凝聚体”粒子（在小动量值 
的情况下）按动景的分布.在单粒子的密度矩阵 p ( r ,， r 2 ) 中，当距离 lr , - r 2 丨很 
大时，就可以利用卢算符的长波表达式 （27. 2): 

/Vp(r,,r 2 ) =<^(r J )^(r 1 ))«a 0 <e- i ^^ , e iiu ' ) >. (27.3) 

这里是对给定温度的液体状态取平均.由于涨落很小，应当将这个表达式按 i 
的幂展幵，这时只保留前儿个未消失的（二次）项.考虑=0， 则得： 

/Vp(r, ,r 2 ) =n 0 -n o (0 2 (r)) + n 0 < 0( r 2 ) <i( r,) >. (27.4) 

第三项当 lr 2 - r , 1 — 时趋于零，并给出所求的密度矩阵的非凝聚体部分 （在均 
勻液体中第二项根本与 r 无关，它给出对凝聚体密度的修正，稍后将 用另一 种方 
法计算这个修 正）. 利用 U 7. 丨 ） 式，可将非凝聚体部分变成如下 形式： 




r 2 )/A 


<c P c；) 


_ 


}= 


n 0 mu 

Vn 




式中 

n p = [e fu/r -l] '. 

将求和变为求积分 ，有： 

1 (27.5) 

n J P (2ixft) 3 

当然，此表达式只对来自小动量 ;>( 即 ft / p 大于原子间距离）的贡献成立. 
(27.5) 式中的被积式可直接确定粒子按动量的分布： 

打0 / 


N ( p ) = 


)• 


(27.6) 


当 r =0 时，此公式 给出： 


n 0 mu 

N(P) ^ ( 27 . 7 ) 
( J - Gavoret.Ph. Nozi^res , 1964) ，当 r #0 时， « r ; 于是 
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Nip ) = 


n 0 mT 

*> * 


(27.8) 


( P . C . Hohenberg . P . C . Martin , 1965 ) 现在可以确定凝聚体密度对温度的依赖关 


系.按定义，我 们有： 

n 0 ( T ) = n - (27.9) 

如果直接将 （27. 6) 式代入此公式，则积分由于零振动而发散.这种情形，与 
(27. 6) 式不适用于大动量 P 冇关，并意味着不能只用这种方法计算凝聚体在 F 
= 0时的密度值，该密度值在这里应认为是给定的量.为了确定所求的对温度 
的依赖关系，需要从心 （/•) 中减去它在 r =： o 时的值，这时积分已收敛.结果我 
们 得到： 


n o( ~ n o( U _ _ mu r % d 3 p _ 

n 0 (0) _ nip (2*i7^) 1 ~ 

_ mf 1 • r* _ mT 2 
2Tr 2 nufi 3 Jo e * - 1 1 2 nuh } 


(27. 10) 


在计算时，我们忽略了液体总密度对温度的依赖 关系； 由于液体的热膨胀（与声 
子的激发有关）正比于更高的温度的蒂次 —— 广（见第五卷§67)，所以作这样 
忽略是合 理的& 


§28超流密度在 A 点附近的行为 

在§23中已经谈过，玻色液体的超流密度的比率 p 4 / p 随着温度的升高而减 
小，并在第二级相变点《称作液体的 A 点）变为零 . A 点的温度7；是压强 P 的函 
数； 方程 T:T'(P) 决定了 平面相图上诸 A 点所构成的曲线. 

在第二级相变的普遍理论中，物体状态的改变是以表征物体对称性质的序 
参数的行为来描述的.对于玻色液体的 A 相变来说，凝聚体波函数 H 就起着这 
种参数的作用，在§26中曾说过，它描述液体中的“远程有序”性.互是一个复 
数就说明 ：序参 数有两个分量，并且系统的有效哈密顿量（见第五卷§ 147) 只与 
IHI 2 有关，也就是说，对于 F — 为任意实数）的变换，哈密顿量是不 
变的. 

看来有关液氮中 A 相变的实验资料证明 ：对这 种相变，朗道相变理论得以 
适用的 K 域并不存在.因为不论在 A 点邻域的任何地方（即不论在 ir - r A i << 
7\范围内的任何地方）都不满足第五卷 （146. 〗5) 这一 判据.因此，描述这种相 


①已得出的对于仟何玻色液体都成立的各公式，当然与§25中得出的弱非现想玻色气体的各公式 
是一致的-在比较 S . f ， 应考虑对于弱非理想气体来说％ «〜而 p 小的条件为: ft (⑽ 
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变的性质需要运用第二级相变的涨落理论，该理论可以将各种量对温度的依赖 
关系相互联系起来. 

序参数（因而也包括凝聚体的密度 ri 。） 当时对温度的依赖关系由临 
界指数 J0 给出（见第五卷 §148): 

I竺 I =»(r A - 7T. (28.1) 

但我们更感兴趣的是超流密度仏的行为问题，为计算0，，我们来研究这样的 

液体： 在该液体中凝聚体波函数的相位少在空间作缓慢的变化.这就是说.在 

液体中发生速度为（ 2 6.1 2 )式的宏观超流运动，单位体积液体相应的动能为： 

2 2 

专=户占(▽旬 ' (28.2) 

此表达式也可以用于序参数的长波 涨落. 根据标度不变性的假设，在相变 
点邻域决定涨落状况的唯一的长度参数，乃是涨落的关联半径因而，该参数 
也用来确定这样数量级的距离，在该距离内相位0的涨落变化的数量级为1 ;所 
以，涨落速度平方的平均值随温度的变化规 律为： 

7ccr; 2 cc(r A -，) 2 ' 

式中〃为关联半径的临界指数.另一方面，因为热力学量在相变点的特性恰好 
与长波涨落有关，自然可以 认为： 在该点的邻域，涨落动能 （28. 2) 与液体热力学 
势的奇异部分一样按同样规律即（八-(这里《是热容量的临界指数） 
随温度改变.因此 求得： 

PA 江 P. 、 T k -lY v o^T\-T 、 i。, 

从而汄最后，考虑关系式 

3,=2-a ( 28 . 3 ) 

(根据标度不变性的假设得出——见第五卷§ 149) ，最终 得到： 

(28.4) 

此式将 A 点附近的 p. 和热容量分别对温度的依赖关系相互联系起来 （B. D. 
Josephson , 1966). 

我们注意到从第五卷 （M8. 13) 和 {M8. 17) 可得出关系式： 

a+ 2/3 + p( 2-0 =2. (28.5) 

其中2沒为决定 n。 对温度依赖关系的指数.此 （28. 5) 式可以表成 

2/3 = (2-«)(1 -0/3. 

的形式.对于液氦，指数《和（事实上是很小的.因此，相当精确地有2/?-=(2_ 
a)/3«2/3, 于是 

P, 〜 n o 〜 （A - 7， ) 7/ '- 

鉴于 （28.4) 式的重要性，最好做另一更形式化的 推导. 为此计算相位0涨 
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落的关联函数. 

由于只对经典涨落感兴趣，我们首先求出与其相关的自由能的变化，因对能 
量和对自山能的微小附加值是相等的.此变化可以根据 （28. 2) 式直接写为 

A ^= P . r^r f ( V 0 ) 2 dV (28.6) 

2 m J 

遵循第五卷 §116 在计算密度涨落关联函数时所用的方法，将 A 少按坐标 
展成傅里叶 级数： 


A0= X 0〆' 0. k 

k 

将此式代人 （28.6). 按 dV 积分的结果，对于 A # 的多项均为零. 

分归于乘以 I 因此得到 


A / r = P , 


2m. 


I 


I A I 2 . 


(28.7) 


剩下的积 


根据热力学涨落的普遍理论，这表明 

( I 少 *| 2 ) 〈峡> =0, k ^ k ' (28.8) 

现在可以将 （28.7) 式代入关联函数表达式史 （ lr , - r 2 I ) = 〈 A 少 （ OA 少 
(/• 2 )>，并用（28.8)式进行平均.经简单计算得出 

利用单位电荷库仑势的傅里叶分景_，即可写出积分 答案： 


< p ( r ) 


4- Trp . ft ' 


(28.10) 


公式 （28. 10) 适于 A 点以下的一切温度（在足够大的距离上）.在邻近7\， 
此公式适于/ " CCr 。 的距离上在此区域可以忽略序参数模的较小的涨落并认为此 


参数的涨落等于 A 5 = i 于是，相位 p ( r ) 的关联函数乘以心便与序参 

数的关联函数 〆 「） =〈 AH ’（ r 2 ) A «( r l )>— S /. (应指出，考虑茇的波函数 
意义, P 就是液体的密度矩阵 .） 在适用区域的边界，当序参数关联函数在 
数量级上应该跟普遍表达式 （148. 7)( 参阅第五卷）相一致： 

p ( r ) (28.11) 

当，函数 p ⑺等于&« 〆 ；•），便得出 

W , -7 V 卜‘ ■ 

利用 （28. 3) 和 （28. 5) 容易信服此温度依赖关系同 （28.4) 式一致， 


§29最子涡线 


装在圆柱形容器中的普通液体，当圆筒绕自身轴旋转时，在与器壁的摩擦的 
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带动下其整体最终将随 容器一 起旋转起来.但在超流液体中，只是它的正常成 
分才被带动 旋转； 而它的超流成分仍保持静止，其根 据是： 这种成分根本不能作 
整体旋转，因为这时会破坏超流运动的标势性®. 

但是当转速足够大时，这种状态在热力学上是不利的.热力学平衡条件 

是使 

- E-M • n (29. 1 ) 

取极小值，它是相对于转动坐标系的 能量； f : 和 M 分別为系统相对于静止坐标 
系的能量和角动量（见第五卷 §26). 此表达式中的项，当足够大 
时，将使 M • i 2>0 的状态在热力学上比 M =0的状态有利. 

因此，增大容器的转速时，最终必定产生超流运动.这一论断与超流运动标 
势性的条件之间的外表上的矛盾，可用下述假设来消除 ：这种 标势性，仅在液体 
中某些特殊的曲线即涡线上才受到破 坏②. 在这些曲线的周围，液体进行所谓 
的标 势旋转 运动，因此在涡线外的整个体积中 ▽ =0. 

液体中涡线的粗细具有原子尺度，依宏观的观点，应当把它们看作是无限细 
的线③ • 涡线的存在与 （26. 12) 的速度表达式并不矛盾，因为这个表达式假定& 
在空间的变化充分缓慢，只有接近涡线时 I ；,的改变才可以任意地快[见下边公式 
(29.3)]. v •与§23中根据玻色液体能谱的性质所作的超流运动貝■有标势性的 
论述也不矛盾，因为涡线与一定的宏观大的能楚相联系[见下边 （29. 8) 式]，而 
且有涡线的液体状态不能认为是弱激发态. 

我们首先从纯运动学的观点来研究涡线，即当液体作标势性运动时，把涡线 
作为速度分布中一些奇异线.每条涡线用速度沿环绕这条线的闭合回路的环流 
值（把它表为来 表征： 


卜 .W = 2 ttk . (29.2) 

这个值与积分回路的选取 无关. 事实上，如果^和 C 2 是两个环绕涡线的回路， 
则根据斯托克斯定理，速度沿两个回路的环流之差等于矢量 ▽ 通过仏和 Q 
之间所张表面的 通量； 但由于这个表面在任何地方都不截断涡线，所以在表面的 
所有点 ！：▽ ><»• =0,因此积分变成零.由此得出，涡线不可能中断 ：它或 是闭合 
的，或是终止于液体的界面上（而在无边界的液体中，它的两端延伸到无穷远）. 
实际上，如涡线具有自由端，就表明可能用回路 C 张紧表面，而此表面在任何地 
方都不会截断涡线.因此 （29,2) 式左边的积分将变成零. 


① 当觖沣 以速度 r =Uxi ■作整体旋转时，式中为角速度，径矢 r 是 从任意 点起到转轴计得的. 
此时 ▽ xt > = 20 ^ 0 . 

② 这个假设足由 L.Onsagcr 年提出的，以后出费曼 R . P . Feyrnnan .1955) f 以发展. 

③ 但是这一论点并不适合于 A 点的 邻域；这里 涡线的粗细具冇涨落关联半径的数麻级. 
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条件 （29. 2) 能定出绕涡线运动的液体中速度的分布.在无边界液体中具有 
直涡线的最简单情况下，各流线都是圆，圆的平面与涡线垂直，圆心位于圆的平 
面上.沿此曲线的速度环流等于277^,，因此 


(29.3) 

式中 r 为到涡线的距离•应当指出，在有势旋转的情况下，速度随着远离转轴（涡 
线）而降低，即与整体转动相反，在整体转动中速度与；•成比例地增大. 

对于任意形状的涡线来说，速度的分布由下列公式 给出： 


k r dl x JR 

= TJ 


(29.4) 


这里是沿涡线进行积分,是从 d / 引向速度观测点的径矢①.当距涡线的距离小 
于涡线的曲率半径时，公式 （29. 4) 自然近似地归结为 （29. 3) 式. 

我们曾经指出，公式 （29. 2— 29.4) 只是液体运动具有标势性的结果.在超 
流体中，涡线的量子本质表现为常数 k 只能具有一系列确定的离散值.实际上， 
利用凝聚体波函数的相位少所表出的速度的表达式 （26. 12) 便可求得的环 
流： 


• d/ = —A0, (29. 5) 

J TTt 

其中 A 少为环绕回路时相位的改变.但由于波函数是单值的，当回到出发点时， 
它的相位改变只能是 2« it 的整数倍.由此 得到： 

k = nk/m , (29. 6) 

式中 n 是整数.下面我们会看 到：实 际上只有环流可能值为最小 （ n =： 1 ) 的涡线， 
在热力学上才是稳定的.因此下面我们将取 

k = h/m. (29. 7) 

现在我们来求第一次出现涡线时圆筒容器的临界转速.根据对称的考虑，显 
然这条线将位于容器的轴线上.液体靠涡线的出现而改变的能 量为： 

△ 五 = J J V : . 2 -irrdr - Ip^TtK j 

(乙是容器的长度）.这里，应当在容器的半径及和一定的 r 值之间的范围内对 dr 
进行积分， r 近似等于数量级为原子距离的 a ， 在这种距离上宏观的分析已失去 
意义； 由于积分呈对数发散，其数值对于^值的精确选择并不敏感，因此， 


①这个表达式可以直接从熟知的直线电流磁场的毕奧-萨伐尔公式类推出来.将 （29. 2> 式速度的 
环流与直线电流/周围磁场 H 的环流 f if 出作比较，显然这两个问题具有形式上的 巧合. 因而将记 
号进行 代换： //—hJ/C-^/2, 便可以从一个问题得出另一个问题. 
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A £： = - (29.8) 

m (i 

(该表达式具有所谓对数精确度，即不仅要求比值 zf / a 而 a 也要求它的对数很 
大） ® .旋转液体的角动 M 为： 

M= j p,vjdV=p >K j 6V = LttR 2 ^p n . (29.9) 

如果 = A £- A //2<0, 即假如 

心 仏界 =^ n ~~. (29.10) 

则涡线的产生在热力学上是有利的. 

由上述的讨论也能理解 （29.6) 式中 n > 1的涡线呈现热力学不稳定的原 
因■事实上，把数值 n = l 换成时，能量:将增大到^倍而角动量 A / 将增 
大到《倍；这时也明显地增加. 

超过 （29. 10) 式的临界值之后，继续增大圆简容器的转速将产生新的涡线， 
并且当时这些涡线的数目就变得非常大.此时诸涡线在容器的横截面 
趋于均勻分布，并在极限情况下涡线的总体将液体的整个超流部分模拟成刚体 
旋转②. 当给定大的值，不难算出涡线的数目，这里要求环绕大量涡线的问路 
取速度环流之值等于液体当作刚体旋转时的速度 环流. 如果这种回路在垂直于 
转轴的平面内包围单位面积，则 

= 2ttk - 2-ttp ―, 

J m 

式中"是涡线沿容器横截面的分布密度.另一方面，液体作整体转动时 ▽ xv , =2/2, 
并且这个环流也等于 2/2. 使两个值相等，求 得： 


mil 


(29. II ) 


涡线的出现，在某种意义上破坏了液体的超流性质•构成液体正常成分的元 
激发将在涡线上发生散射，而将自己的部分动量传递给涡线（因而传递给液体 
的超流成分）.换言之，这意味着在液体的两种成分之间出现了 相互庳擦力. 

一般说来，涡线随着流动液体在空间移动.当 r = o 时，液体完全是超流的， 
而且每一条涡线元 W 都以它所在处液体具有的速度运动.但在温度不等于零 


① 一般地说，绕涡线的运动将伴有液体密 ffi 的某些改变.在丄述计算中忽略了这种改变，其理由可 
用下述事实证 明：由 于积 分呆对 数发散.所以对 （29. 8 > 式能 g ■的主要贡献来自于大距离 r , 但在该距离上 
密度的改变已经很小.根据同 样原因 ，也可以忽略液体内能的改变对的贞 献. 

② 此韦不难证明 ■这 只要 指出： 因为涡线的数目与 Y 2 成比例地增长[见下边的 （29. 丨丨）式〗，所以 

的第-项与泛成比例地增长，而第一项与成比例地增长，因此当时可以把 
第一项忽略.于是.取 At '* 为极 小值闩 结为取 W 为极大值，这止是液体作刚体旋转时所能达 到的. 
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的情况下，作用给涡线的摩擦力将使前者相对于超流成分产生一定的移动速度. 

旋转时产生的涡线具有直线形状.但液体流经毛细管、狭缝等物体可以同时 
形成闭合涡线——涡环.当流速超过一定的临界值时，涡环将引起超流动性的破 
坏.这些临界速度的实际大小与具体的流动条件 有关； 但它们远小于能使条件 
(23. 3) 受到破坏的数值. 

直线形涡线能够就地停止在（远处）静止的液体中，与此相反，涡环能够相 
对于液体运动.每条涡线元的移动速度是所有其余线段在该线元所在点上形成 
的速度值 》,[ 按公式 （29. 4) 确 定]; 对于弯曲的涡线，一般说来这个数值不等于 
零.结果是，涡环作为整体不仅有确定的能量而且也有确定的动量，就此意义讲， 
它们是特殊类型的元激发. 


习 题 


1. 试求圆形涡环的运动速度和动量. 

解 ：环的 每个线元都以该点上的速度 I 运动，由于国环是对称的，这个速度 
在环的所有点上都相同.因此算出在环的任何一点 P 上由所有其余部分形成的 
速度》，就够了.环元 d / 和从 d / 至 Z 5 点的矢径都位于环的平 面内； 所以由公式 
(29. 4) 决定的 P 点上的速度垂直于环的平面（因此环移动时并不改变自己的形 
状和大小）. 

现在我们用角度0来确定线元 d / 的位置 （ 图 3), 于是 

d / = / f o d 0,/?=2/ e o 9 in ~, ld/x 及 I = «sin yd / 

(式中&是环的半径），由 （29.4) 式我们求得环的速 
度 v 的表 达式： 

v = k 2 广 66 

V = ZR 0 it , sin (沒 /2). 

但是，这个积分在积分下限呈对数发散，必须在 <9 〜 
a / R 0 的数值处截断，该值对应于尸点到线元 d / 的原 
子距离 （ ~ a ). 积分以对数精确度定义在区域 
a / R 0 « 0 << or 内，并等于 


P 



图 3 


2d0 

~e~ 


- 21 n 




因此 


K , ^0 h 

v - In — = - ~~ 
2R 0 a 2mR 0 

以同样的对数精确度，涡环的能 量为： 


In 
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= 2 ir 2 R 0 p . -^ 7In -- 


⑵ 


[在公式 （29. 8 ) 中，将火换成&，将 L 换为 2 tt ^]. 能量 e 与速度 t ； 是以关系式 
ds/dp = r 联系起来的，式中 /) 是环的动量.由此 

dp =— =4n 2 p, —R 0 dR 0 

v m 

(若保持对数精确度，则求微分时应把大的对数看作是常数），所以 

p = 2 ^ l p . ~ r2 o (3) 

公式 （2) , (3) 以参数形式（参数为 &) 确定了涡环能量左（/>)的依赖关系. 

应注意，由于得出公式 （ 1 ) 的积分具有对数特征，这个公式（其中的记号作 
了 一定的变更）对于任何形状弯曲涡线的每条给定线元的移动速度 t ； 仍旧成立： 



(4) 


这里 6 为垂直于涡线在给定点的切平面的单位矢量（副法线矢 量）； 是涡线在 
该点的曲率 半径； A 为涡线曲率发生变化的特征距离. 


2. 试求直线形 涡线微振动的 色散律 （ W . Th O m Son ， i 880). 

解：我们选取涡线作为 2 轴，并令矢量 r = (: r ， y ) 表示涡线振动时线上各点的 
位移；它是 z 和时间 f 的函数，其形式为 exp [ i(kz 涡线各点的速度可由 

公式 （4) 得出，在该情况下应把此公式中的 A 理解为振动的波长 （A ~ l / k )： 

dr ac , 1 办 

t ? = 丁 = 一 \ a>r = —In — - z -. 
dt 2 ak R 0 

副法线矢量 6 = rxn ， 这 里/和 n 分别为曲线的切线和主法线的单位矢量.根据 
熟知的微分几何公式， dV / d/ 2 = n /\ ，此处/为沿曲线计得的 长度. 当微振动时， 
涡线只呈微小的弯曲，因此可以取/ = £及/=«:(沿 z 轴的单位矢量）；于是 

b d 2 r ;2 

xr . 


因此，我们求得涡线的运动 方程: 


一 icor = 


Kk 2 1 

T^ xrIn ^- 


若表成展开式，上式可给出关于 A ： 和 y 的两个线性齐次方程的方 程组； 使这个方 
程组的行列式等于零，便得到所求的 ( O 和 k 之间的 关系： 
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在§25我们研究了粒子间有弱排斥的近理想玻色气体的性质.然而，如气 
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体是空间非均匀的.这个系统就会出现新的重要量子特性.本节我们将把理论推 
广到非均匀气体情况. 

现在研究温度为绝对零度时的弱非理想气体.在此气体中，几乎它的全部粒 
子都处于凝聚态.用少算符來表述，是指算符“非凝聚体”部分（少 '） 小于它的平 

均值，即小于凝聚体波函数算符命 0， r ) 满足“薛定谔方程 ”（7. 8) .如只考虑 
无自旋粒子的成对相互作用，此方程的形式如下（略去的上标 （1).) 

(30. 1) 

然而，在 （30. 1) 式屮简单地将沪(/，!■)换成在一般情形是不 iE 确的.因 
为，这个代换并未考虑在粒子成对势作用半径景级的距离上有强烈的相互作用. 
这个困难是可以回避的.如§6和§25所为，形式上将真实相互作用势换成与散 

射长度《值相同并允许使用微扰论的势.此时，在 （30. 1 ) 式中将多换成三在所 
有距离上都是允许的 •这 里认为函数在原子距离内变化很小.我们可以 

将代换后的 H («， r ) 从积分号下提出来，于是该积分归结为 J * U l2) (r)d\^U 0 . 

这样，得出形如下面的 HO ， r ) 的待求方程 

ihj - B ( t , r ) = ( -^ A- M + t /( r ) ) S ( t , r ) + U 0 \ B(t , r ) \ 2 B(t , r ). 

(30.2) 

如在§25,现在我们应该认为描述原子间相互作用的常数％用精确的散射长度 
公式 （6. 2) 表 示成： 

U 0 (30.3) 

m 

应强调指出，凝聚体波函数 H (*， r )， 正如§27指出的，是经典宏观量，这时 
它所满足的方程 （30. 2) 却显含普朗克常童 L 

在定态，函数三与时间尤关（我们提醒，方程 （30. !) 已对应哈密顿量炉= 

焱- &) 因此，这样的状态用下列方程① 描述： 


① E . P . Cross ( 1961 ) 和；! • n . nHTaencKHft ( 1961 ) 在讨论下面的玻色气体中的涡线问题时得出方程 
( 30. 2 ) 和 （ 30. 4 ) •类似 （ 30_ 4 〉的 方程. ¥先被 B . ；!. rHH 3 6ypr 和 JI . n . nHTacBCKHft ( 1958〉在 A 点附近液氦 
妞流理论中研究过•在此二 W 牲里系数的意义完全不问■然 Ifti , 此二方程形式上的相似性允许将对氦中涡 
线的解用于玻色气体•这个解如图4所示. 
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( -^A-/t + t/(r) ) B ( r ) + U n \ B ( r )\ 2 B ( r ) =0 (30.4) 

应指出，在无外场时从方程 （30. 4) 得岀均匀气体化学势等于为 
气体密度）.这对应于博戈留波夫理论的第一级近似 （25. 6). 

所得方程的重要应用是近理想碑色气体涡线的结构问题.正如指出过，液体 
中的涡线本身的粗细以原子距离来衡量.然而在近理想玻色气体,情况就是另外 
的样子了.这里，涡线“芯”所在介质的性质有显著变化.在下边我们将看到，芯 
具有宏观粗细，它的结构可以用上边得到的方程来描述.假如不存在外场， n 是 
无穷远处非微扰的气体密度.设 （30. 3) 式中 M = nU 0 ，得出方程 

+ U 0 \ IH ( r ) l 2 - n \ B ( r ) =0. (30.5) 



0 1 2 3 4 5 


图 4 

直线涡线对应如下形的解 

円， r 0 =— 4= (30.6) 

式中/•和少 分别是到涡轴距离和绕轴 极角. 此函数的相位对应于环流值 （29. 7). 
平方 IHI 2 是凝聚体中粒子数密度.在所讨论的近似下，此数密度与气体总密度 
一致•当 r - oo ，气体总密度应趋于给定的数值《，而函数/相应地趋于 1. 

引人一个量纲为1的变量 f = r / r Q ， 得岀函数 /( f ) 的方程 

7 ^(^) T +/ ~ /=0 - (30 . 7) 

图 4 表示由方程 （ 30. 7) 用数值积分得出的解 •当 卜0 时方程的解与 < 成正比地 
趋于零.当00时，解按 /=1 的规律趋于 1. 

参 数〜决 定涡“芯”半径的数量级.现在引人散射艮度以代替 (/ u ，按照 
(6.2) 式中 f /。=4 irft 2 a / m ， 求得： 

r 0 ~n' ， /3 7j' >/2 » n " 1/3 , 

式中 rystm " 3 为气体 参数. 如果气体参数足够小，则这个半径实际上大于原子 
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间距. 

气体非均匀性起显著作用的另一个间题是气体在外场内的问题，设气体处 
在势能 V ( r ) < 0 的引力场内（与此对应的实际实验情形是原子阻留于“磁阱” 
内）.基态波函数可以选为实的并满足方程 （30. 4) .在无穷远处函数应趋于零， 
而化学势 / x 从 归一化 条件来 确定： 

j ( H ( r )) 2 d \ =/ V , (30.8) 

式中~为气体粒子总数.在一般情况，方程 （30. 4) 只能数值解.然而存在两种极 
限情况，问题可以大大化简. 

因为方程 （30. 4) 中不同项的相对重要性决定于 （30. 6 ) 式所定义的量 g 与 
气体“云”特征线度之比.简单的估算表明，含相互作用项 <7。与含拉普拉斯算 
子 A 项之比的数量级为 （《/ r 。） 2 . 

于是，当<<〜时相互作用完全不重要•此时方程 （30.4) 就归于粒子在势 
f /( r ) 内的薛定谔方程.这表明气体可以算作理想的，而且所有的原子都要凝聚， 
此状态对应于场 i /( r 〉 内的每个原子都处在基态. 

相反的极限情 况是： 方程可以略去拉普拉斯算子 A ， 则气体密度简单地由下 
式给出 

( B ( r )) 2 = n ( r ) - U ( r )) (30.9) 

此式表述化学势在外场内不变的经典条件•我们注意到在这种近似下，气体有由 
方程= 0 所决定的清楚的界限•化学势在区域 U ( r ) <从上通过积分 
(30. 9) 式而求得 


习 题 


试求近理想玻色气体中的元激发谱，这里将元激发谱看作是凝聚体波函数 
微振动的色散律. 

解：现在来研究 H 在恒定平均值斤附近的微 振动： 

5 :斤 +Ae' {k ' r - U, 

这里4 ，/ r 是复数微振幅.把这个表达式代入方程 （30.2) ，其中外势 U 取为零. 

使 （30. 2) 式线性化并将带有不同指数因子的各项分开，则得方 程组： 

2 

hcoA = ^—A + n(J 0 (/I + 5) , 

2m 

— hcoB = «t/ 0 (A + "), 

2m 

其中/ > = 从•由此令方程组的行列式等于零， 求得： 
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在 §31 — §33, § 35 中用的是 ？i = l 的单位制. 

将格林函数这一数学方法运用丁具有凝聚体的玻色体系统，属于 C . T . 5 MJJCB (1958) 的 工作. 
像对待费米系统一样，我们将研究在给定化学势 M 值 （而不 是给定 /V > 的 情况下 玻色系统的状 


态•相应地， （7.1) 式的//’ = //这个差起着系统的哈密钡蛍的作用.这时少算符的凝聚体部分与时间 
无关 • 


⑽ I 忘 I 、 卜。， 

此式与 （25. 10) 式相同. 

§31玻色液体的格林函数① 

玻色液体格林函数这一数学工具的建立，在许多地方跟费米液体的同类: r . 
凫类似•这里不再重复全部时论，但我们首先引入一些基本定义和公式，并11着 
重指出它们的区别.这些区别既与不同的统计法有关，也与凝聚体的存在有 
关 (2). 与本章 h 述几节一样，现在也假定液体粒子是无自旋的. 

在定义玻色液体格林函数时，应当把算符表成 （26. 4) 式，并 将凝聚 体部分 
从海森伯少算符中分离出去.格林函数用非凝聚体部分算符并根据 

G ( X ] t X 2 ) = (31. 1) 

定义,这里还用括号〈•••>表示对系统的基态求平均八是编时乘积记号.但这与 
费米子的情况不同，现在置换各0算符以使它们排在需要的位置时并不需改变 
乘积的符号，因此有与 （7. 10) 式不同的 形式： 


t , > t 2 ； 


(31.2) 


iG (^,, X 2 )= 

l<r + (^)^(^,)>, <« 2 . 

平均值间 （31.1) 式是一样的，但应以全 0 算符代替非凝聚体部分算符，于是应 
得出： 

-\( Tnx t )^ ( X 2 )) = - m 0 + cu ,, j 2 ), (31.3) 

式中 n 。 为凝聚体中粒子数密度③.在均勻液体中，函数 G 当然只与差值义= 
X , 有关. 

非凝聚体密度矩阵 〆 ，可通过格林函数按照下式表达 出来： 

Np ’（ r \ , r 2 ) = iC (^, r 1 +0, r 2 ) = iC (« = -0, r ) (31.4) 

[注意，与 （7.18) 式的总符号不同].其中当/ = r 2 时，可得到非凝聚体粒子数总 
密度： 


V 


- n 0 = iG(t = -0 ,r =0) 


(31.5) 


( L ②③ 




玻色液体的格林函数 


(31.6) 


[比较 （7.19) 式]. 

现在还按照公式 （7.21—7. 22) 变到动量表象 中去. 函数的归一化 
可用下列公式 表出： 

[比较 （7.24) 式] • 

对于动量表象中的玻色系统格林函数，可以得到和§8中对于费米系统同 
样的展开式.经完全类似的计算，首先得出 公式： 

G(o>,p) =(2tt) 3 X { ~ F^ md( F P i ^ n \ 、 - 

V l<o + E 0 [/V) -£ m (/\ r + l) +/i + iO 


_ B MP - P m ) _ 

-£ 0 ( yv ) +^(^- 1 ) +At -io 


(31.7) 


A m = l 〈 0lf(0) lm> I 2 ， B n = Km 1(^(0 〉 !0)l 2 

为非凝聚体的薛定谔箅符•为了导出这个展开式的最终形式，我们指 
出：在 粒子数/ V 不变的情况下，玻色系统的激发态能量和基态能量的恒为正的 
差值便定义为该系统中的激发能量 e m ( N ). 考虑到 E D ( A0 + 1)，因 

此 求得： 

£„(/V + l) -E 0 (N) -fi^E m (N + \) -E 0 (N + 1) = e jN + \) >0, 

屺 （ TV-1) -E 0 (N) + ^^E m (N-\) -E 0 (N-\) >0. 

但是添入或取出一个粒子，只在相对数童级的各项上系统的性质才发生变 

化.对于宏观系统来说，这些项小得可以忽略，因此应当认为激发能^ „(/ V ± l ) 
和心 （ A0 是相等的.所以，最终 求得： 




d(P - p m ) B m S m (p ~ p m ) 


}. (31.8) 


从而用获得 （8. 1 4 ) 式的同样方法不难 求出： 对于玻色系统，格林函数的虚部永 
远是负的： 

Im G ( w , p ) <0. (31.9) 

格林函数当00时的渐近形式仍旧和费米系统的情况 —样： 

G(co , p ) ― *- l / aj ,当丨 I — ►<» 时 （31.10) 


①公式 （31. 7> 对应于公式 （8.7>- 因为粒子尤自旋，所以现在没有1/2这一因子•注意 .<31.7) 式 
第二项前的符号与 （8.7) 式不同. 
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[ 比较 （ 8 . 〗5)式].在推导这个结果时应考虑如下对易 规则: 


令 (f ,) 企 * (/,r 2 ) - ^ {t,r 2 )^(t,r,) =^(r, -r 2 ). 

此式现在是以算符士和！^的对易子代替反对易子①. 

其次，进行如§ 8 中所作的讨论，可得到一个主要结果，即格林函数的各极 
点确定元激 发谱： 

G -'( s , p ) =0, (31.11) 

而且只应取这个方程的止根 •，和 （8.16) 式小同的是，这里不需要从 e 中减去 
格林函数在自身的极点附近具有下列 形式： 


G { a >, p ) ^ 


(oT e ( p ) ' 


Z t > Q,Z . <0. 


(31.12) 


极点留数的符号与 o ; 的符号一致，这一点是根据 （31.8) 式中系数的正定 
性得出的[但留数的大小不受任何类似于费米系统 （10.4) 式那样条件的限制]. 
和§8中的做法一样，利用表达式 （31.12) 不难 证明： 不等式 （31.9) 自然保证准 
粒子衰减系数的正定性，也就是说，当值向复数区域移动时，需要的符号是 
- Im £• > 0. 


非凝聚体粒子可能转为凝聚体以及进行相反的过程，除函数 （31. 】）之外， 
还将使玻色系统格林函数这一数学工具中自然也出现如下函数（我们在§33中 
将会看 到）： 


'^( X if X 2 ) =〈/ V -2 irku ,) t ^ U 2 ) liV >， (31.13) 

= </ V + 2irr ♦ U ,) 和 ♦ ( X 2 ) l / v >. (31.14) 

其中跃迁矩阵元是对于系统中总粒子数的变化的，记号 I AO 表征 / V 个粒子的系 
统的基态 （（31. 14) 式屮最后一个等式在精确到数值 ~ i // V 的情况下是成立的， 
对比95页上的脚注） ■这 样定义的函数 f ’ 和广，称 作反常格林函数. 现在我们 
来证 明：在 均匀并静止的液体中，函数/*'和 F + 彼此相等. 

同函数 G — 样，均勻液体的函数 F 和/^只与差值 X = A - A 冇关②.此时， 
由于 置换弋 和&只能改变乘积中算符的排列顺序，而排列顺序总会由编时手 


① 在函数 c 的定义屮分离出去必其符的凝聚体部分在这里 是无关 紧要的，因为5函数 s ( w )5( p > 
在动1表象中对应于 （31.3) 式中的常数项 - i %, 它并不影响 （31.10) 式. 

② 闲数尸与时间之和.无戈 .这- ••性质与哈密顿 a 的定义式；= /)- 〆 A 中含有这一项 
有关•因而 由不向 粒子数系统能 a 本征值之茳吋消£这 一项： 

£( Af + 2) - E (\) -= 2dE/dN = 2n 

相应地从算符 & A 的矩阵元中消去丙子 exp [ -^( i , + t 2 )]. 




§31 玻色液体的格林函数 *113* 

续建立.所以 

F ( X ) : F ( - X ). (31.15) 

当然，由此得出 ：在动 萤表象中 F 也是本身宗量的偶 函数： 

F ( P ) = F ( - P ). (31.16) 

其次， F 和/^之间确定的关系，是由静止液体海 森伯少 算符的下述性质得出的 
结果 A 

(t,r) = -t, ~r). (31. 17) 

譬如说 ，令 >/, ， 而有： 

iF ^( X lt X 2 ) =( N + 2 \^'*( X 2 )^ , t ( X l )\ N ) = 

=〈AM 企 "U,) 企 … U 2 )l/V+2〉 = 

=</VI^( -AT,)r( -X 2 )\N + 2)= 

= iF ( ~ X lf - X 2 ). 

或广 （ X ) -尤）•考虑 （31. 15) 式，从而得出所求的 等式： 

F * U ) = F ( X ). (31. 18) 

将函数 ^ U ) 通过少算符的矩阵元表达出来后，便可以得到类似于 （31. 8) 
式的的展开式，因而也可以闸明该函数的极点 问题； 但在这里我们不研 
究这个问题.仅指出 ：函数 no >，/0 的极点与函数 C ( o >，/7) 的极点相同. 

在本节的最后，我们将算出理想玻色气体的格林函数 C (0> . 首先应当 指出： 
因为在这秤气体的基态，所有粒子都处凝聚体中.所以非凝聚体粒子的湮没算符 

士作用到基态波函数上,将使该波函数变成零•因此函数 C ⑼（£，/•)只有当/ = ~ 

> 0 时才不为零•[根据 （31.2) 式，如果产生算符企'*酋先作用的话; J . 

虽然对于理想气体来说化学势从=0,但在这里把化学势并视作预先未确定 


①这个问题，可用下述方法证明.算符心 .2/ 的 -- 切不等于零的矩阵元都能定义为实里[见第三卷 
(6 4 . 7 — 8):; 就此意义来说，这两个荞符都是实的，即 S / •因此 薛定谔 少箅符 

>p(r) 2 V，. 

P 

具冇 ( r ) - r ) 这一性质. 由此也可得出海森伯算符 

条 ( t . r ) = exp ( i Ht )^( r ) exp ( - i Ht ) 

的节式 （31. I 7 )， 这姑 容易证 明的，只要注意下列事实即吋：对于 x 自旋相互作用 系统哈 密钡世 A 是实的 

( S 此 =/)) .由于系统是各向同性的，所以 _ r ) ="( r ). 但足，需要强调 一下： 哈密顿量具有实数 
性，其意思是指，在液体屮不存在宏观杻流运动.对于玻色凝聚系统，哈密顿纛依赖于宏观参量 一 凝聚 
体波函数5.在运动液体中，这个 参量是 茇的.随之哈密 顿跫也 是复的 （但 自然都是厄米 的）. 
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的自由参量时，我们不能使 g = 0; 这一点，对于在图技术中进一步将函数 
用于任意液体时是很必要的，在这样的液体中 M 恰好起这种参量作用，与此相 


应，算符武0,，）可写成 

=-^ X S ex P [ l ( p ' r ~2^ t+flt ) (31.19) 

[与 （26.1) 式只差指数函数因子 e _]. 按照 （31.2) 式，将此表达式代人 C ((n 的定 
义式吋应注意 ：当取 平均时（即取对角矩阵元），只有乘积 W 和\能够给 
出不等于零的结果;但因为在气体的基态吋^#0的粒子的一切状态的占有数都 
等于零，所以 


(a/ a p ) =0, < a p a/ > = 1. 

然后以通常的方法由对 p 求和过渡为求积分，则 得： 

C ，， r) = 广卜 (• 1 心一十0 点 ^当丨> ° 时; 

[0,当 f < 0 时； 


从而对于动量表象中的格林函数 ，有： 

G <0) ( u ) y p ) = - i L exp (—合 + i/ii + \cot j d «. 

积分时应借助于公式 


(31.20) 




a + iO 


(31.21 ) 


(在被积式中引入因子其中 A >0,此后取 A — 0的极限）.最终 

G i 0) (( o , p ) = + ■ (31.22) 

至于函数 F ， 则对于理想气体来说 F W U ) =0,根据定义 （31. 13) 式这是显 
而易见的，在 （31. 13) 式中两个算符湮没了非凝聚体的粒子.因此在动量表象中 
也有 

F w ( cv , p ) =0. (31.23) 

此等式表明这一事 实：当 3^ = 0时，只是由于相互作用才出现非凝聚体粒子. 


习 题 

试求声子场的格林函数，该函数定义为 

D{X^X 2 )^D{X x -X 2 ) = ~\(Tp'{X x )p'{X,)) t (1) 

式中角括号表征按场的基态求平均为 （24. 10) 式中的密度算符，编时乘积可 
按 （31.2) 式的规则展开. 
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解：把 （24. 】0)式代入定义 （1) 时应注意 ：因为 在基态上声子状态的所有占 

有数都等于零，所以只有平均值 〈之 C ； ) = 1不等于零•然后由对 ife 求和变为求 
积分 ，得： 

这里摺数中的“ 和“ +”两个符号分别对应于 <>0和 f <0的情况（积分中对 
于 t <0的情况.积分变量进行了 变换及 一► -々）.被积式 （ 无因子时）就是函 
数按坐标的傅里叶展开的分量.同时也桉时间将函数分解，便得到动量 
表象中的格林 函数： 

D{<oM = 盖 { J: e i{u - ui), dt + j° e “ 一 ’d 小 

借助公式 （31.2〗） 求出积分， 则得： 


D(<o,k ) =告 


u.k + i0 (o + uk ~iO 



w 2 ~ u 2 k 2 + iO 


§32 玻色液体的图技术 

下面建立用于计算玻色系统格林函数的图技术，这和在 § 〖2— § 13 中对于 
费米系统的作法是一样的.同以前一样，我们来定出图技术规则.这个系统分子 
间的成对相互作用以如下算符 描述： 

^(0 = y J 4^^ (t,r 2 )U(r t -r 2 )^(t,r 1 )^{i,r^)6 i x l 6' i x 1 . 

(32. 1) 

具有凝聚体的玻色液体的特点，首先在于全部海森伯 0 算符都应当表为 
令=>+三的形式，其中和为非凝聚体部分, H 是凝聚体波函数，对于静止液体 
来说， S 只是一 个实数 ■/& ①.作这样的代换之后 ，算符 （32. 〖）可以分解为由四 

个到零个算符连同相应因子■的附加数）的各项所构成的级数. 

在§ 12中关于变到相互作用绘景的所有叙述仍然完全有效，而借助维克定 
理（与以前不同的，只是现在在求平均的乘积中置换 《/ r 算符不需要变号）可以将 
得到的表达式实行进一步展开.但是算符 （32. 1) 分解成各种不同项，它们将导 
致在费曼图中出现新的图元素.我们可以立刻写出最终的动景表象中的这些图 
元素. 

①应当强调：闪为这个 t 是从铕确的海森伯屮筲符分离出来的，所以„ 0 是 r 二0吋液体中凝聚体 
密度的棺确值. 
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在图的每个顶点上，同以前一样汇聚了三条 线：一 条虚线[相当于具有 

4-动量= 的因子和两条粒子线 -条人射线及一条出射 

线.但这时应当将凝聚体粒子和非凝聚体粒子区别 开来. 各实线现在对应于非凝 
聚体粒子，这种线[具有4-动量尸=(〜/0]间以前一样对应于因子 iG {0) ( P ). 
凝聚体粒子线则以波纹线来 表示； 用这些线来描述4-动量 P =0, 它们相应于因 
子因此，出现了四种形式的 顶点： 

V V V V 

i : i : ( 32 . 2 ) 

I 喔 f I 

iiii 

(a) (b) (c) (d) 

(带有一条或两条波纹线的顶点称作不完全顶点）.在每个顶点上必须满足 
“4 -动1守愤定 律”； 因此在顶点 h 和 C 上虚线的4 -动星与实线的4 -动量是 
相等的，而在顶点 d 上4 -动量等于零.波纹线永远是图的外线，即与图相连接 
的只是线的一端，而另一端则保持自由. 

进人格林函数 G ( P ) 定义中的每 --- 个图都有两条4-动童 P 的实外线（人射 
线和出射线），此外还可以有一定的偶数条波纹 外线； 各图中的入射外线和出射 
外线的总数是相同的（以此来表达系统中凝聚体和非凝聚体粒子总数的守恒）. 
像费米系统一样（也因为同样的理由——见§ 13) ，只有不能分解为两个（或更 
多个）不相连的子图的图才是允许的.但与费米系统情况不同的是，这里要改变 
共同符号的定义规则，按这种规则， iC 中所含的图都有相同的符号（即取消48 
页上的规则 3). 

图中每一条虚线在自己的两端都有完全的或不完全的顶点.但这不会是 
(32. 2 d ) 类型的两个顶点，因为其中连一个实外线也没有，这种图形根本不能与 
格林函数图相连.并 IL 也不可能是 （32. 2 d ) 与 （32. 2 c ) [或 （32. 2 d ) 与 （32. 2 b )] 
类型的顶点，因为当存在三条波纹外线 3、 h 图形中顶点上4-动量的守恒会使得 
第四条外线的4 -动量也变成零，也就是说，我们能得出具有凝聚体全部四条 
(波纹线的）外线的图形. 

然而，按以前叙述的规则建立的微扰论，它的每一级中有相当数目的图总是 
变成零.其消失的原 因是: 理想玻色气体处于基态时不存在非凝聚体粒子.这一 

点，如果我们仔细考査坐标表象中图的来源，就更清楚了，因为所有〈多形 

①更准确地说，人射到顶点的波纹线相应于因子而出射线相应于因子，由于 S ■是个实数， 
所以这两个 W 子实际 h 是相同的. 






§32 玻色液体的图技术 


• 117 • 


的收缩都等于零，括号中非凝聚体粒子的湮没算符位于右边，并首先作用在基态 
上； 剩下的只是〈扣士 + >形的收缩①. 

例如，“自身封闭”的实线图都将变成零，因为这种线来自非凝聚体粒子密 
度 <1^+ (/,/•) 的收缩.其次，以虚线封闭的实 线图： 

o 


都等于零.这种线来自同一个相互作用算符 i >(0 里两个少算符的收缩 
〈和 + U ， r 2 ) >(«，/•,)>.(其中兪 + 位于少，的左边）. 

最后，由实线和虚线按一定顺序构成的封闭圈图（而且实线的指向沿整个 
圈图都相同）所组装的一切图都等于零.现在我们来画出这类圈图.在线段的端 
点旁标出6算符的时间 宗量： 



图中每条虚线端点上的宗量都相同②.与实线对应的函数 C ⑼的宗邐:等于差值 
h -LA - Q ; 对于任何封闭圈图，这些差值之和等于零，因此即使 

其中的一个差值是负的，对应的函数 C < Q > 也变为零. 

上述规则也适用于确定反常格林函数的图，不同的只是 ：两条 实外线，对于 
函数 F 来说一定是出射线，或对于函数广来讲一定是入射线.相应地，在这些 
图中人射波纹线数和出射波纹线数变得不相等了，但要使所有出射线的总数仍 
等于人射线的总数 .一 条实外线描述 4 -动量而另一条描述—— 4 -动量 -P 
[这里 P 是待求的函数 F(P) 或的宗量] ③; 根据整个图的 “4 -动量守恒 
定律”这两种线的 4 -动量之和应当等于零. 

按图技术计算的格林函数包含两个参数——化学势 / x 和凝聚体密度 n 。； 这 
两个参数还应当与液体密度 n=/V/V 联系起来. 

直接由格林函数的定义得出的公式 （31.6) 是这三个量之间的一个关系式. 
下面得到的方程 （ A . U ) 可作为第二关系式，该方程用图技术概念术语明显地 


① 按问怦的理由，两个粒于在奥苧中敗射的某些图也变成枣——见 § 16 . 

② 应注意 ：在虚 线图的空间-时间表象中，与丨和 2 两点对应的因子是 W{X、 ~ &) ,它含有 
5( h - G ) • 

③ 因为 厂是宗量的偶函数，所以 p 的共同符号的选取在这里是无关紧要的. 
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表达出化学势+ 

§33自能函数 


现在我们详细考查格林函数图的结构，为此像在§ 14中对费米系统的作法 
-•样.在讨论中引入自能函数的概念，即采用的方法是研究一切带有两条实外线 
的图的集合_这些图都不可能只截断一条实线就分成两个部分.但与§ 14有所 
不同.就图的外线指向来说，现在可能出现不同的情况：除了带有一条入射线和 
一条出射线的图外，还存在带有两条出射线或两条人射线的图.与此相应，就产 
生了三种自能 部分： 

-t^~p (33 -° 

(这些记号中 ， I ： 的第一个下标表征人射实外线数，第二个下标表征出射实外线 
数）.自能图，除了实外线，一般地说也有波纹线的（凝聚体的）自由端线.这些端 
线包含在自能函数的定义中，这里自能函数是以圆圈表示的.下边我们将会看 
到，函数 UP ) 和毛。 （ P ) 实际上是相 等的： 

U 尸） = Un . (33.2) 

还要立即指出，因为 P 和 - P 以对称形式包含在这些函数的定义中，它们是自身 
宗量的偶 函数： 


S 02 ( P ) =4( ~ P ). (33.3) 

作为示例，我们画出函数 I ,和毛 2 的开头两级微扰论中所有不等于零 的图： 



r ^T 广 


(33.4) 


〔:. (33.5) 

现在我们列出用自能函数表达的精确的函数 G 和 F 的方程. 

用微扰论的术语来说，差值 C ( P ) -(；叫（/>)可用无穷多个链条图之和表达 
出来，其形 状为： 


…… 

I 

I 

vO …… O tP-t 
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它们是由不同数量的小圈组成的，圈间用正向和反向（相对于两个端线而言）的 
箭头以一切可能的方式连接起来.用同样方法，也可将精确的函数 F (函数 F (d) 
= 0) 以链条图之和表示出来，链条图中两边上的箭头的指向 相反： 

…… 

I 

I 

…… o-r 

如果从所有这贱链条图中沿竖直虚线所示的地方切断边缘的环节（小圆圈连同 
箭头），则剩余图的边缘箭头的指向相同的图集合又将与精确的函数 g —致，而 
边缘上箭头的指向相反的图集合则与精确的函数 F —致. 

现在我们引人以单向和双向粗箭头表示的这些函数的图 记号： 

(33.6) 

尸尸 一尸/>_戶 

于是，上述论断可写成由骨架图组成的图等式的 形式： 

(33.7) 

-T^ + ^F-O-T 

[对比类似的方程 （〖 4 . 4)]. 将这两个等式写成解析形式，得 ：① 

0( P ) =[1 ^ X n ( P ) G ( P ) + X 20 ( P ) F ( P )] G °( P) f (33.8) 

nn = G {0) ( - P )[ S ll ( - P ) F ( P ) + J 02 (/>) C ( P )]. 

求解这两个关于 C 和 F 的方程，并将 C (()) 的表达式 （31. 22) 代人，便得到所求的 
函数： 

c(p) 4 卜+£ 一"(- 叫， 

F ( P ) = ■工。2(戸)， (33.9) 

式中 

D =[X 02 (P)] 2 - 

— -^ uC ^) - < w - i 0 + ^ - ^] [ Iu ( _ P ) + o >- i 0 +^- -/a j . (33. 10) 


①我们也可以写出 C 和 f ♦类似的方程组.而该方程组与（33.8)式的区别，只是互换了 和石 D . 

因为 F = F * .所以由此可得出等式 （33.2). 
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我们强调一下，这些关系式不依赖于自能函数的内部结构，所以也与粒子间具有 
成对相互作用这一假设无关，因此它们对于任何玻色液体都是正确的. 

液体中与动量有关的元激发能量，决定于函数 C 和 F 对于变量0> 的极 
点.当 P 很小时，这些元激发是声子，它们的能童同 —起趋 于零.因此函数 
(33. 10) 当 p =0 ，w =0时应变成零.由此我们求得 等式： 


此式作为 M 的方程有两个根，其中之 一应取 


^=^,,( 0 ) - 4 ( 0 ). ( 33 . 11 ) 

实际上，在长波极限下少算符由（ 27 . 2 〉式给出，非凝聚体部分算符心=少- 
因此多” =-士，从而尸《 _6 ; 后一等式，逬取（33.1丨）式时怡 
好得到满足，这时 （33. 9 )式中的各分子（在 P — 0的极限情况下）只差一个符号. 
等式 （33. 11) 就是第二关系式（见§32末），它间关系式 （31.6) —起可以把参数 
A 和％通过液体的密度 n 表达出来. 

进一步将表达式 （33. 10) 按 W 和/»展成¥级数，便可决定在宗 M o ; 和 p 为 
小值范围内的格林函数的形式•这时应该考虑 到：标 量函数忑,和.可按 〆 的 
幂展开，而对全部宗量为偶函数的毛 2 ,它的展开式也只包含变 M 的偶次幂. 
将 （33.10) 式表为 

D={oj + -^[X tl {P) -X„( -P)]} 2 - 

~ + T^" - p ) ]} + ^o 2 ( p ). 

我们可以立即得出 结论: 展开式的前几个未消掉的项都具有 Z )= 常数 （V ~ u 2 p 2 + 
i0 ) 的形式 ，其中“ 是一个常数，显然它是液 体中的 声速. 同时应当指出 ：由于 
(33. 11) 式， （33. 9) 式中的各分子当 w —0 时只差一个符号，因而 求得： 

(1) -up + iU 

根据这个格林函数，算出 P 很小时的粒子动量分布 iv ( p ) ，并把它与我们已知的分 
布 ( 2 7 . 7 ) 对比,则能确定出分子中的常数值.积分 

N(p)=i lim f G(aj,p)e~^ 

[对比 （7. 2 3) 式]可采用在上半平面内以无穷远的半 圆周封 闭积分围道的方法计 
算出来（对比§7最末的讨论），该积分相应地决定于 0 >= - up + i 0 极点上的留数. 
最后我们得到 N ( p ) =常数/2冲，将它与 (27.7) 式对比，即得出常数=%舢 2 /«.因 
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此，最终求得 w 和^为很小值时格林函数表为 下式： 


G = - F = - 


n 0 mu 


n ( o ) 2 - u 2 p 2 + iO ) 


(33. 12) 


应当指出，在精确到可差归一化系数的情况下，该函数与声子场格林函数相 
等（见§31 .屮的习题），这个结论是十分自然的,因为在0>和0为很小值的范围内， 
玻色液体中的全部元激发都是声子. 

最后，我们演示所得公式用子研究§25中近理想玻色气体粒子成对相互作用 
的模型•在微扰论的一级近似下，^^和^决定于 （33.4) 的前两个图及 （33.5) 的第 
—个图.将它们写成解析形式，得 到： 


=〜["0 + "(，）]’， 2 Q2 = n 0 ( J ( p ). 

在同样的精确度下，这两个公式中的凝聚体密度 / I 。 可以换成气体的总密度/ I .在 
§25中已指出，在这个模型中气体粒子的动量可认为是很小的，与此相应,各傅里 
叶分 m 叭/0可用它们在 p = o 时的值 t /。 来代换.于是 


=2 nU 0 , = nU 0 . (33.13) 

将这两个表达式代人 （33. 】1 ) 式，得出 g 它与 （25. 6〉式符合.若代人 

(33.9—33.10) 式，则得到格林函数的下列两个公式： 


式中 




+ p 2 /2 m + nU 0 
i 2 - e 1 { p ) + iO 


F ( co , p ) 


- nU 0 

( o 1 - e 2 ( p ) + iO 


(33.14) 


々〉 = [(&) 2 士"。] 


从这两个函数分母的形式显然可看出 〆 />)就是元激发能量，这符合以前用另一种 
方法得到的结果 （25.10—25. 11 ). 


§34准粒子的裂变 


景子液体中一个准粒子具有冇限寿命（发生衰减），与它同其它准粒子发生碰 
撞或它 S 发裂变成两个 〈或更 多个）新的准粒子有关.当温度 T ^ O 时，衰减的第一 
个原因消失了（因为碰撞概率跟准粒子数密度一起趋于零），这样，衰减只能由准 
粒子的裂变才会发生. 

现在来研究动暈为 P 的准粒子裂变为一的情况.如果 a 是所出现的准粒子之 
-的动量，则另 •_ 个准粒子的动量为能量守恒定律给出如下 条件： 

e ( p ) = s ( q ) + e ( \ p - g \). (34.1) 

可以看出，在 p 值的某一范围内，这个等式对于任何 g 都不 满足; 这时，这个范围内 
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的准粒子根本不会衰减（当然，假如也不能裂变为更多的准粒子）. 

随着;> 的改变，当(裂变阈）时，会首次出现方程 （34.1) 的根.这时将发 
生衰减. 

首先应当指出 ：在/ > 这一点，方程 (34. 1 ) 的右边作为 g 的函数是具有极值 
的•事实上，令 〆 ？） +^々-91)在给定 /? 值时的极值是£( /) )(为了明确起见,我 
们将把它看作是极小值 ） .于是，方程 

c { p ) ~ E { p ) ~ e ( q ) + e ( \p I ) - E ( p ) 

的右边是非负的.因此，当 p 值满足 e ( p ) - E ( p ) <0时，方程显然没 有根； 而只在 

这一点才有根出现，在该点上 〆 = E ( Pc ). 

将方程（3 4 .1)表为对称形式： 

e ( p ) =€( q t ) + e ( q 2 ) , +q 2 =p, 

我们发现，方程右边的极值条件可以写成如 / 时，=如/时 2 或 

*. =«2» (34.2) 

也就是说，在阈点上两个裂变出的准粒子具有相同的速度•这里可以分为以下几种 
情况皮塔耶夫斯基 ,1959). 

a ) 当 p =八时，玻色液体中准粒子的速度等于零，而/>。对应于图2曲线 t 旋 
子的极小值.因此，如果=0 ,其意思是指 ：在阈 点上准粒子裂变为两个动量 
为 P 。、 能量为 A 的旋子•相应地，发生裂变的准粒子的能量=24,而它的动量 
Pc 是以尺 = P Qi +〜，即 2/> q co S ^ Pi ; 这一条件与 p 。 联系起来，这里26是两个旋子 
飞出的 夹角. 由此得出，在所有情况下 必有： 

P r < 2 Po - (34.3) 

b ) 假若速度 v , =» 2 #0, 并且与它们相应的动量 a 和是有限的，其意思是 
指: 在阈点上的裂变产生两个具有共线（平行或反平行的）动量的准粒子①. 

c ) 如果速度和均不为零，但动量之 一（ 臀如说 9,) 在阈点附近趋于零，那 
么相应于该动量的准粒子是声子，并且速度 h = u . 此时可有这样的阈点，超过此点 
便可以由准粒子产生声子 •在 阈点上声子的能量等于零，准粒子速度刚刚达到声速 
( 速度 h h = u 全相同）. 

d ) 最后还有一种特殊情况，即一个声子裂变成两个声子，而且阈点就是能谱 
的始点.但是这种裂变只当能谱起始一段 （声子段） 的曲率具有确定的符号 
[应为 d 7 e ( p )/ dp 2 >0] 时才可能，也就是说 H ；)) 曲线必须从起始的切线 $ = U p 起 
向上弯曲.这不难证明，现在将这一段能谱表为如下形式： 

s ( p ) ^up + ap 3 , (34.4) 


①由于液体是各向 N 性的，准粒子动缴/»及 K 速度* > = de / dp 取向共线，但方向可能相同也能相 


反. 
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该式除线性项以外也计入 r 按小动量的幂展开的下一项①.于是由能量守恒方程 
(34.1) 得出： 

u(p - q - \p - q \) = - a ( p i - g J - \p - ^ 1 3 ). 

在阈点附近与准粒子起始动量 p 成小角 0 的方向射出一个 声子； 在方程的左边, 
有： 


p - q - \p -q \ ^ - -( 1 -cos 0) . (34.5) 

P ~Q 

在方程的右边，只要令 Ip - q\^p 就可以 求得： 

u ( 1 - cos 0) =3 or (/> ~ q ) 7 , (34.6) 


由此 pJ 见，应当是 a >0. 

我们在下面 （§35) 将会看 到：在 a ) 和 b ) 两种情况，函数 s ( p ) 不可能在阈点 
以后延拓，因此这一点是能谱的终点.但在 c ) 和 d ) 两种情况，辐射长波声子的准 
粒子，其裂变会导致弱衰减的出现，这可以借助微扰论来确定② • 

现在我们来计算由一个声子裂变成两个声子的衰减（第 d 种情况）.由 
(24. 12) 式给出的哈密顿量的各三次项中，都有这种过程的矩阵元•对于由动量为 
P 的一个声子的初态到动最为9,和 A 的两个声子的末态 (/) 的跃迁，微扰算符 
的矩阵元等于 


Mp-q t 一 q 2 ) 


3!(2Tife) 3 

2 (2 V) ya 




p d u 1 
3 u 2 dp p i 


(34.7) 


(略去了无微扰密度 P 。 的下标 0) •注意其中有 (/> n ) 1/2 这一 因子； 由于它很小 （指 
的是长波声子的裂变），因而保证可以运用微扰论③. 

在1 s 内裂变的微分概率由下列公式 给出： 


[见第三卷( 4 3.1)式].把 （34.7) 式代人上式时将出现5函数的 平方; 应把它理解 


① 由卢振动的色敢方程吋将频率平方 O) 2 确定为波矢量函数•与此相应，将卢子能撤的平方 ^(/J) 按 

动的幕作 in 则 展开； 由于液体 是各向 同性的，所以从项开始应按〆的幂展开•因而，函数 《•(/>) 本身 
的展开式便含有 p 的奇次幕. . 

② 上面所列举的各种情况中，究竞哪几种实际上能够实现，这有赖于准粒子语〆 p> 曲线的具体 走向. 
关于液筘（ 4 He) 的一些实验资料.证明了在压强小于15个大气爪时有丌始 不大一段声子 谱存在，在 这一段 
里具有第 d) 种情况的不稳定性.液舐谱终止于第 a) 种悄况的点上. 

③ 计算矩阵兀（3 4 . 7 )时，应考虑到••声子算符 匕和？ /中的每一个都可以从/'或》的三个因子中任选 

一个； 因此出现因子3!.(3 4 .7>式中的 S 甬数是由积分 exp [i(f> 9l 因子而产生的.最后注意, P, 

9) 和《 2 的方向几乎重合. 
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为①. 

[&(/»—?■ V k ,MP -?■ ~9 2 ), (34.8) 

剩下的一个 5 函数被对 d \ 2 的积分消 掉了； 这里也取£, =¥，£/ = !/(<?, +<?2 )，我 
们 得到： 


= + { 1+ ^4^} 2 •盖卜 (" 1) S ( "，-々一 9 ， 1 


9 tt 

4 hp 


A , 


(2it/0 


( 当分别对 d 3 9l 和 d 3 ? 2 积分时，考虑两个声子的全同性，答案应除以 2) .最后，把8 
函数的宗量表达成 (34. 5) 式，并对 d 3 ^ =2- jT 9 id < 7 i ^ <: os 沒（在9,矣户的区域）进行积 
分，可求得裂变的总 概率： 


(34.9) 


u ； = 3 p (i + £LAjl \ 2 
320- rrpft 4 I 3 u 2 如 p i ’ 

声子的衰减系数 -lm h < o /2. 其中，对于近理想玻色气体来说，根据 (25. U ) 

式, U V >=*4 d 2 a / m 3 这一数值与密度无关.在这种情况下 


V 

7 _640 tt 方 V 


(34. 10) 


(C. T. BejineB ,1958 ). 

对于第 c ) 种情况在阈点附近准粒子辐射声子的过程来说，微扰算符的形式可 
借助研究声波中准粒子能量的改变来确定.这种能量改变由两部分 组成： 


^ e ( p ) = 



第一项与液体密度的变化有关，准粒子能量依赖于作为参量的液体密度.第 
二项（其中《是声波中液体的速度）是由于液体宏观运动而形成的准粒子能量的改 
变； 因为在阈点附近辐射出的声子波长大于准粒子的波长，所以可以认为：准粒子 
处于均匀液流之中，于是准粒子能量的改变就可如§23初段所述给以确定.在& 
中使《 =▽ 〜将， 换成二次量子化算符(2 4 . 10) ，并将换成准粒子动鼇算符 p ' = 
-A ▽，即可得到微扰 算符： 


^ = + y ( -^ ' P +P ' V) (34.11) 

(在第二项中把乘积加以对称化，以使其成为厄米形式）.其次，可像上面处理声子 
裂变一样来计算声子辐射的概率（见习题）. 


①实际 ll,s 函数5<幻 产牛 于积分 ]■ efdV/Utr) 3 . 如果计算11=0时的另一个同样的积分（因为已 • 

冇 r— 个5函数），并 a 遍及有限体积V进行积分.则得到 V7(2n> 3 ; 这就是公式 （34.8) 所表 达的. 
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习 题 


1. 试求动量为/>(接近于阈值 pj 的准粒子辐射声子的概率，这时准粒子速度 
达到声速. 

解：准 粒子在动量为 p 和，两个状态（平面波）间跃迁，同时产生一个声子（动 
量为9)，对这一情况取算符（3 4 . 11) 的矩阵元.在阈点附近，声子的动量7 «&，而 
q 的方向几乎与/>的方向重合①.考應到这一点，即可 求出： 

= ~i(2TTh)"h(p -q, D 鼻 ( 笤）， 

式中 


A p he 

< 4 =/>c +JL T- ， 

u ¥ \ 心 

因而声子辐射的微分概率为 

du, =M^yi 2 8[ £ .( /? ) \p -q\ ) - U q]—^J-~ 

¥ (2 irfe ) 

(动量的 5 函数已被对 d 3 , 的积分消掉）.把 S 函数的宗量写成近似形式-叫 （1 - 
cos 0) 并对(1 3 9 进行积分，则 得： 

w =- - - • 

3 irpfe 

2. 初速度为》的中子在液体内散射.试求此时可以产生动量为夕，能量为 e ( p ) 
的激发的条件. 


解： 在所考察的过程中能量和动量守恒可以写成如下的方程 （ m 为中子质量, 
为其初动 量）： 


P 2 (P-P ) 2 

2m 2m 


= ^( p ), 


或 


Vpcos 0 = £•(/)) + 

这里 (9 是尸，间夹角，于是待求的条件为 




^£(Pi + JL. 

p 2m 


①为了明确起见，我们研究声子恰好以这个方向（而不是相反方向）被辐射时的情况.对此，函数 dp ) 
在阈点附近应有如下 形式： 

e ( p ) ^ b ( p c ) + + a(p ~ p c ) Z 

(线性项的符 @ 为正）.根据能 g 守恒定律不难 E 明：当 a > 0 以及 P > Pr 时才能发生声子 辐射; 辐射出的声子 
动里取遍在2(尸-化）间隔内的切值. 
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§35能谱在其终点附近的性质 

这一节我们将研究在元激发裂变成两个准粒子的阈点附近玻色液体谱的性 
质，但这两个准粒子 当中一 个也不是声子 [ §34中的 a ) 和 b ) 两种情况]①.与产生 
声子的裂变相反，对于 a ) 山） 两种情况微扰论是+适用的，并且研究这两种裂变时 
需要阐明液体的格林函数在阈点处的奇异性质•另一方面，使我们只对这些奇异性 
感兴趣这一节实，便允许更大程度地使用图解法，因而简化了计箅过程.比如说，可 
以不必区别 C 和 F 这两个函数（因为它们的解析性质是相同的），因而可以认为只 
存在一种格林 函数; 若考虑 C 和尸 之间的区别，只会使方程中出现若干个同类项 
(按其解析性质划分），但这并不影响所得的结果. 

我们感兴趣的格林函数的奇异性与--个准粒子裂变成另外两个准粒子有关， 
这一事实用图技术的术语来说，就是指奇异性出自如下形状的图： 


Q 



卜 Q 


这些图可以切断两条实线而被截开，也就是说，各图本身包含双粒子的中间 
态.在这些图中对中间4 -动量 （？ =(心^)进行积分.并且就产生奇异性来 
说，(？和的值域起决定性作用，而裂变出的准粒子（裂变产物）就以这些 
动量在阈点附近产生出来.对于所要阐明的理论来说下述论断是重要的：对于 
格林函数 C ((>) ，这个4 -动量值域并不是奇异的，因为在这个值域内 （；（<?) 具 
冇通常的极点的 形式： 

G ( Q ) ^ G ( q 0 , q ) oc[q Q - e ( q ) + iO ] _1 , (35.2) 

其中函数 是裂变出的准粒子能量，它不具冇奇异性.这个值域的物理特殊 

性，只在于其中一个准粒子能和另一个准粒子“粘 ”在-起； 但这个过程在绝对 
零度时是不可能发生的，因为这时不存在真实的激发.格林函数的奇异域只是原 
来的准粒子裂变阈附近的一些 P 值[图 （35.1) 的外线]. . 

图 （35. I )中的两条连接线对应于因子 G ( Q ) G ( P - (?) ,而对9进行积分. 
这里，因为只有的小值域是重要的，所以图中其余的因子在求积分时可以当 
作常量，并等于它们在阈值 ^ = 时的值②.因此，在图中出现用积分表达的因 


① 这一节的内容腐于； 1. n . 皮塔耶夫斯基的工作 （1959). 

② 对这个论点应该作明确解释.因为，因子 -<)) 与决定平面位置的角 p 无关.所 
以对求积分归结为将待积式其余部分对求平均，此后 d « 0便可以理解为2 d ?dcos e , 在这种对 
rf 4 的积分中，小值域恰恰是1要的•对于下面汁算的其它类似场合也砬注意此点. 
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n(P) = _i_r .. . . . _ 

(2tt) 4 J [<7o -■?(?) +iO][a> -^ 0 -£r( I/? -gl ) +i0] 

式中户=(0>，;0.借助于在复数％的一个半平面内用无穷远半圆封闭积分围道 
的方法来完成对 d % 的积分，于是 得出： 


/7( p) -_!_ f - ^-5 - 

(o ~e{q) -e( \p -q\) + 


(35.3) 


下面我们还要分析这个积分，现在需要用它将所求的精确函数 C ( P ) 表达 
出來，为此应把所有 （35 .丨）形的图累加起来. 

函数 C ( P ) 可以写成戴森图 方程： 




<35.4) 


这里粗线表示精确函数 iG , 细线表示这个函数的“非奇异”部分，后者由“切断两 
条线”而不能截开的图形的集合所定义的. （35.4) 式右边第二项表示 （35. 1) 图 
形的集合.这时白小环代表精确的“二端 ; ’顶角函数[用标记]， 
阴影小环代表该函数的非奇异部分，这个部分已经消去了因切断两条实线而被 
截开的图①.如上所述，对沪(> 求积分会出现因子 77( P )， 并且图中其余的因子 
可代之以它们的 (？ = (?, 时的值.所以等式 （35.4) 就是： 

G(P) =a(P) +b(P)G(P)r c (P)n(P) ( 35 . 5 ) 

式中 /\( P ) =厂（<?,，尸-汄，户），而 a ( P )，6( P ) 是 P = P „ 阈点附近的两个正则 
函数. 

在 （35.5) 式中出现的 C 和/\是两个奇异函数，为了通过77将它们表达出 
来，还需要有一个方程.注意，将精确的顶角函数厂表示成“梯形”级数 


y>- ^ — — 


我们就得到这一方程，上列级数与四端顶角函数的级数 （17. 3) 类似.级数之和 
可给出 方程： 


①这里所说的情况与 S 了•电动力学中的戴森方程相似（见第四卷§ 10 7 ) :间那 里一样 ，所有必要的 
阁的集合郁 是只修 汜一个顶角函数而得到的. 
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[比较 （ n .4)] ; 当(？==仏时，这一方程可给出如下的解 析式： 
r c (n = c ( P ) td(P)iT(P)r c (P) t 

式中 c ( P ) P ) 是正则函数.现在从丄述两个方程中消去厂 € ，我们便得到所求 
的格林函数通过/7的表 达式： 


C ~'( P ) 


A ( P ) n ( P ) 

I +B(P)n(P) 


+ C ( P ), 


(35.6) 


这里 4， S ， C 也都是 PsA 附近的正则函数. 

对不同类型的准粒子裂变作进一步计算有不同的情况. 

a ) 裂变成两个旋子的阈 

在这种情况下，阈点附近裂变粒子的能量 H ?) 由公式（22.6〉给出，于是 
(35. 3) 式的积分取如下 形式： 


IJ ( a ), q ) = 

= J |w -2 A +(ip ~q \ - p 0 ) 2 ] } (35.7〉 

为求积分我们引人两个新的变量 < ，根据定义，有 

9, = (P 0 sin 0 + </ r p ) cos (p, q y - (p Q s\n e + q' p )sin <p, 

Q , =/» o cos 0 + q ',, 


并且 z 轴沿 p 的方向，角 0 决定于等式 2 p 。 ⑽ “ p . 在阈点附近很小，因而 
以所需的精确 度有： 


g^Po + ?^8in 6 + q' t cos d, 

Ip - ^1 ==p 0 + <sin 6 -q[cos 0, 
^ q^Posin & 6 q ' p Aq ' t A(p , 

这时 （35.7) 式中花括号内的表达式取下列 形式： 


| - 2^1 — q'^sin 1 d + q'^coi 1 B) J . 


再作一次变量 代换: 


^pSin 6 = -/nt pcos tf/ , q[cos S = ^/ zn * psin if/ , 
然后对少积分，可 求得： " 


I 7( o ), p ) = 


m Po f pttp 
2-ttcos 0 J ~ a) +2A +p 2 
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P 很大时，式中积分的发散性只与所作的若千忽略有关，因而是无关重 要的； 当 
P 的某一值>> 124 - W l 时，积分的截断只对//的正则部分有贡献.我们感兴趣 
的这个函数的奇异部分产生于积分下限附近区域，于是我们求得奇异 部分： 

^— • (35.8) 

2 △-仞 

当24 - o ) 值很小时，这个对数 很大； 把 （35.8) 式代人 （35.6) 式并按对数的 
负幂次展开，我们 得到： 

G ~' ( a ), p ) = b + cln "'-~ —， 

IA - a ) 

式中 tt ，6， c 是 w 和 /7 的新正则函数.在阈点 （P = pj 发生裂变的准粒子能量等于 
因为准粒子能量决定于函数 ( T 1 的零点，就是说=0,对此也应 
有 b (2 A,pJ =0.但是，将正则函数 b ( a >, p ) 按差 : p ~ Pc 与差 a -2 A 的整数幂展 
开； 将正则函数 a ( o >，/>) 和 c ( o »，/)) 也换成它们在阈点上的值，最后我们得到阈点 
附近区域内格林函数的如下表达式： 

G ~ l (( o , p ) =^\ p - p , + aln _1 — ^ — . (35. 9) 

- oj i 

其中是常数. 

令这个表达式等于零，我们即得到阈点附近能谱 e ( p ) 的形式.假如不可裂 
变区域位于 i ? < p r ，£T <24的范围，则常数 a 和 a 必为正数，因而方程 G -1 = 0这 
里具有不衰减 的解： 

e ^2 A -aexp ( • (35.10) 

我们看到，能谱曲线终于阈点，并且在该点具有无限阶的水平切线.但在 
的区域内，方程 1 =0既没有实数解，也没有时的复数解.就此意 
义来说，能谱曲线根本不可能延拓到阈点之后，而只能终止于该点①. 
b ) 裂变成具有平行动最的两个准粒子的阈 

因为在阐点（当 P = 1 时），表达式 €{ q ) ^ e(\p ~ q \ ) 作为 g 的函数应具有 
极小值，所以在阈点附近该式有如下形式： 

^(<?) + e(\p ~ q \) - 

=^c +^ Ap - Pc ) + a ( g - q ,) 2 +0( q - q o y pj \ ( " 

式中 a ，/9 是常数巧是在阈点因裂变而产生的每个准粒子的速度， t 是一个准 
粒子的动貴.将 （35.11) 式代人 （35. 3) 式.并按照 、 

①在123页的注解中已经指 出：在 液氦的悄况下•能谱恰好终止于这种点 （图 2中的曲线具有水平 
切线并逐渐接近于直线 c =24). 
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引人新的积分变量 ，得: 
ij (( o , p ) 


m PPr =PPc COS 


这个积分在阈点具有平方根的奇异性 


1 f _ p 2 dpdcos _ 

(2ir) 2 J e ~e 0 ~v K {p ~p c ) - ap 2 ~fip 2 p 2 c cos 2 ip 


IJcclv^p ~ p c ) - (e ~ e c ) ] 1/2 . (35.12) 

把上式代入 （35.6) 式，我们便求得阈点附近区域内的格林 函数： 

G' 1 (o>.p) =A(to,p) + B(o) y p)[v K (p ~ p Q ) - (w - e c ) ] W2 . 

因为 G - l { e v , p v ) =0,而 /! 和 S 是正则函数，所以将按尸 -/> c 和的幂 
展开，最终 求得： 


G 1 « [y c Cp -p c ) - (w - f c ) ] 1/2 + [a(p -/? f ) +/>(<y -^ c ) ] , (35.13) 
式中是常数. 


能谱的形状决定于方程 G -'( s y p ) =0. 现在我们来寻求该方程形如 e 
= ^( P-PJ +常数 （ P - K ) 2 的解，为使方程当 />< i 时有解，必须有 a + 
于是 


e = s tl + v , Xp~pJ - (.a + bv c ) 2 (p - p c ) 2 . (35.14) 

在同样条件下，在 P > P K 的区域内，方程 （ T 1 =0 不具有 />« Pi .吋的解.因 
此，在这种情况下能谱也止于阈点. 
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作为二维玻色系统的液氦薄膜具有非常独特的性质.酋先要指出的是，在二 
维情况只当 r = o 时才存在凝聚体.温度无论如何低但是在有限①的情况，凝聚 
体的密度等于零.因为，如将 （27.8) 式的 / V ( p ) 代人等于非凝聚体粒子数的积分 

p ( P ) ~ J h 2) 中，则在小 P 区域此积分将要对数发散.该公式在此区域本应是 

正确的.这个矛盾 表明： 在二维情况作为推导公式基础的假设本身是不正确的. 
此假设宣称“在有限温度时存在凝聚体”. 

这里的状态与二维晶体情形相类似（见第五卷§ 137) 例如，在晶体中原子 
位移的涨落冲毁了晶格，与此相似，相位的涨落消灭了凝 聚体. 两种系统在形式 
上相似之处，在于在两种情形下在能量的表达式中能量所依赖的各种盪都只能 
以微商的形式出现•在第一种情况下，是指原子的各位移矢量本身不能包含在能 
量之中，因为对于系统的整体位移，能量具有不变性.在第二种情况下，是指凝聚 
体波函数的相位本身不能包含在能量之中，因为相位不是单值的.事实是，能量 


①这些断言也适于二维玻色理想气体，不难论证当 r — o 吋在二维情况这种气体的化学势为枣. 
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只依赖于这些量的梯度，并且最终将导致涨落的发散. 

我们在第五卷§138中已经 肴到： 在二维晶体中，涨落的对数发散会导致系 
统中关联函数慢的（按幂规律）减衰.与此相似，在二维玻色系统中，密度矩阵 
(26.7)当1/^ -ql — 00时不像存在凝聚体时趋于一个常数极限，而只是按幂规 
律减小 （ J . W . Kane . L . Kadanov , 1967.) 

过渡到对问题的定量研究，我们引入一些记号 .用攻 表示二维超流密度，即 
单位面积的质最.对于宏观厚度的氦层.此量可以写成< =/5乂.这里是通常 
的体超流密度•对于薄膜，不存在这种关系，此薄膜的参量根本不能用体性质来 
定义. 

凝聚体波函数当 T = 0 时写成如下形式 

B = 

这里 引人 r = o 时凝聚体的表面密度心.在有限温度时相位少应该当成涨落量， 
此量并对涨落进行平均.这些涨落的概率是 

^ = exp [ . (35 M ) 

此时自由能 AF 等于液体的动能（比较 （28. 6)): 

\F = d^~! (V <P) 2 dS. 

2 m J 

当有限温度时凝聚体波函数应定义成 〈三〉 ■然而，此量根据本节开头说过 
的是等于零.为证明此点我们利用第五卷§ m 的习题所得的结果.根据这个结 
果，对于变量 y 的具有平均值为零的线性齐次函数，有公式（这黾 y 遵守高斯统 
计 法）： 


< exp (_ r )> = exp ( </>/2). (35 *. 2) 

(在量子情况，这个论断对于遵守维克定理的算符是正确的■这一点在第八卷 
§127计算德拜-瓦勒 （ Debye - Waller ) 因子时利用 过. ） 将公式 （35 ♦. 2) 用于丘 
的平均，得 


〈 H> = v /^ exp ( -( A0 )/ 2 ) = y^expC -史（0) 2 )， (35*. 3) 

式中 史 （「）是§28引入的相位涨落的关联函数.（相位的无关重要的平均值可设 
为零〉.二维情况 < p ( r ) 的表达式可从三维公式 （28. 9) 用明显的替换方法得到. 
结果是 

… )=r 恭/長’’為 （ 35 ' 4) 

这个积分对任意 r 在小值 A 都发散，所以 （35*. 3) 的右侧 为零. 
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现在來计算系统的密度矩阵0)，根据定义，它等于 
p( 1^. -r 2 l) = (r 2 )H(r, ) > =^ 0 <exp[i( A0(r, ) - A^(r 2 ))]) 

(当然，与 （35\3) —样，不可将指数函数按相位涨落展开），再一次应用公式 
(35'2)来平均，得 

p( Ir, -r 2 1 )= 〜 exp[ - <( A0(r, ) - A<P(r 2 ) ) 2 )/2]. 

方括号中的表达式显然 等于： 

< (A0(r, )A^>(r 2 ) - ( A^(r,) ) 2 > , 

因此 . 

p(r) =»/ 0 exp [ 屮 （ r) - 沪 (0)]. 

根据 （35\4) 

…卷 （35\5) 

此积分在小值 A 是收敛的.在大值 A 的发散与 k ^ k max - T / hu { u 为声速）时不能 
用涨落经典理论有关，因此，积分应在此 A 值处截断•结果，给积分主要贡献的值 
域为 


k max ^k^\/r, 

在此值域具有对数精确度可以略去括号内的指数函数项.之后经简单的积分，得 


沪 ⑺ 沪 (0) = -T In . 

rk、 unx 


密度矩阵的最后形式为 


p(r) = i/ Q - ^ - 

° (rk_y 

(35*.6) 

这里衰减指数为 


7)=T m \. 

iTTd^h 2 

(35*.7) 


当然，密度矩阵按幂规律 （35'6) 缓慢下降的液体在定性方面与普通液体 
是不同的•后者的密度矩阵按指数函数下降.要讲的理论的核心假设认为 ：具有 
缓慢下降关联的液体是超 流的. 虽然，凝聚体粒子的数目等于零，而超流密度< 
却不是零（当然，这个假定是在推导显含次的公式 （35 •• 6), (35 \ 7) 时做出 
的.这里重要的是4有限的假定不能与以下的假定相矛盾，即凝聚体内的粒子 
数为零） 

实际上，冲毁凝聚体的是相位长波涨落、此涨落在空间几乎均勻地改变相 
位，并不影响液体的力学性质•这一点是很清楚的，如果注意到大量出现作为有 


①下面的计算与二维晶体密度涨落关联函数的计算相类似（第五卷§ 138〉. 
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势流的超流，即速度沿闭合围道的环流等于零.这等价于相位单值性的要求.此 
要求+会被相位的长波涨落所破坏.然而，破坏它的是在围道内自发产生量子涡 
线.这种过程在三维物体内是不可能产生的，因为涡线在这种情况下具有宏观长 
度.从而能堡也是如此.而涡线具有原子数量级的能量，它横穿原子厚度的膜，可 
用热方式激发涡线.这种“点状”涡线乃是二维系统独特的一类元激发，它与普 
通激发不同之处在于它的能量对数地依赖膜的面积.这导致只当温度高于确定 
的相变温度时，才能经由热方式产牛涡线.① 

首先应指出，产牛涡线在热力学 Jt 是有利的，如果这降低自由能.产生涡线 
供自由能变化 = A £- TAS ， 这里是涡线给能量的贡献， AS 是给熵的贡 
献.在 （29. 8) 式将 Lp , 换以 <，得出 

^ln — = 

m 2. m <Tq 

这里 a ■: ttR 2 是膜的面积, =7 ra z , 熵 AS 决定于相空间体积的对数，对于涡线 
则为面积的对数，涡线的状态由它在平面上的两个坐标来确定.于是 


AF = — d % —In - Tin 

L TTl (Trv 


(35'8) 


熵表达式中对数号下的分母 cr , 具有面积量纲，其数量级等于 ov 以对数精确度 
可设 tr , = cr 。 ，如 AF <0,即如果 


(35*.9) 

I m 

则产生润线是有利的 •（ J . M . Kosterlitz , D . Thouless, 1972) 

应强调，普通型激发（例如旋子或激发原子）的熵，其表达式也有面积的对 
数.相反的，“普通型”激发的能量却与面积无关.因此它的产生在热力学方面总 
是有利的•在任意的，无论如何低的温度总有一些这类的激发，而在 r < 7；时涡 
线数严格等于零. 


也要指出一种重要的情况，薄膜因为存在宏观角动量，在热力学方面是无利 
的，定会产生等量的反向环流的涡线，于是平均角动量等于零.可以将涡线的产 
生看做涡旋束缚对的解离过程. 

因为，在§29所指出的，出现涡线表明超流的破坏，当温度高于八，超流便 
消失 . 〔 是过渡到基态的相变温度、然而这种相变不同于第一、第二级相变乃是 
二维系统所特有的.超流密度 < 在相变点以跃变形式变成零.低于相变点，此密 
度以普适关系式（35\9)与相变温度7；自然相联系. 

按照 （35 •. 7) 和 （35 *.9) 两式，密度矩阵的衰减指数^在相变点等于1/4, 


①所述的理由分别由 B. ；!• Bepe$HHCKHft( 1970 } 和 J. M. Ko«terlii3t,D.Thoules»( 1972) 独立提出的. 
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于是 

p ( r ) 〜 r _ +. (35*. !0) 

髙于相变点，由于 此函数呈指数衰减. 

下面我们将看到，当从上方接近相变点，涡线密度按指数规律趋近于零.相 
应地.涡旋以指数微小的形式贡献给热力学各函数，于是在相变点热力学函数的 
一切微商都是连 续的. 在宏观厚度的膜内（此时< = p ，） 情形就变得特殊了.当 
远离 A 点， ~ p ， 如按（35\9)估算，温度7；是高的.二维系统在这里无论如何 
都不会出现.然而，随着向 A 点的接近,会减少，最终达到 
p,( T) = (2Tm 7 /TtLh 7 ) « (2T A m 2 /TrLh 2 ). 

在此温度，膜将失去本节所述机制的超流性.于是，在厚膜内形成涡旋的相变将 
发生在略低于 A 点处，膜越厚,越靠近 A 点. 

上述现象不仅是超流氦所特有，而且可以出现在其他二维系统.在这些系统 
涨落破坏了远程有序性，结果产生具冇缓慢减弱关联的 状态. 例如在第五卷 
§ 137讲过的二维晶膜.此时，与膜平面相垂直的位错起着涡线的作用.此位错 
能量形如 AMcr/cr。〉. ①相应地当温度7； =/!时产生相变.当 r > 7；在膜内会有 
位错的有限密度.在此膜内位错的运动可能形成位错流.在此意义下，位错的行 
为有如液体，其相变是熔解•虽然相变点附近位错数目不多，在无位错之处，就会 
有足够多的“固态”区域. 

涡线数目由涡线化学势等于零的条件来确定.为了写出化学势的表达式，我 
们注意到，自由能 （35’. 8) 的附加项就是化学势.不过那里所写的是膜面积上总 
共只有一条涡线的情况.过渡到单位面积上有/ V 条涡线，只需将总面积 <7换成 
一条涡线所占有面积（即除以/ V )就行了.代替&和 cr , 引入另外两个参量/ V 。 
和 6( 在7；附近它们可认为是恒量），则得出涡线的化学势. 

- [ ( T) - r j In -^ + e- 0 . (35 *. 11) 

( 根据量的数量级％ - a ；\ s 0 - T v .) 

当 T : T e 对数前的系数等于零，当 7^7； 它应为负，此系数变为零的规律不 
能从一般的议论中建立起来.据第二级相变涨落理论的精神，我们推测，变为零 
是按某种幂规律发 生的： 

^.(n -r\ 

式中〃是某一临界指数，从化学势等于零的表达式，得出在髙于相变点的情况下 


①参照第七卷§27习题2.在此題所讨论位错模型是在各向同性固体中4 = M 6 V 8* rr , 其中 M 是位 
移換格:， t 是位错的伯格斯矢贵 （Burgers vector ) ,£. 是 膜厚. 
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涡线的平衡数目与温度的 关系： 

；V = ' e X p [ ~ (T ^ T ^ ]• (35*. 12) 

当我们说过，此数是指数函数性地变小. 

涡旋之间的距离^ ~ yv _ l /2 以及涨落的关联 f . 径可同时被 确定. 在此半径上 
发生密度矩阵的指数性衰减.我们见到，在相变点附近这个半径将指数性地 
增大. 
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§36有限温度时的格林函数® 


宏观系统格林函数在温度不等于零时的定义与温度等于零时的定义是不同 
的，其区别仅在于将按封闭系统的基态求平均换成/按吉布斯分布求平均 ：现在 
用记号表示 

〈…〉=^ tv n ( n \ ••• U ) , w n = exp I — y -1 ) - (36. 1) 

这里是按系统所有的（用不同的能量和不同的粒子数描述的）态进行求 
和，是第 n 态的对角矩阵元.用这种方式定义的平均值 
是热力学变量的函数. 

研究有限温度格林函数的解析性质 （；! •凡朗道， 1958) 时最好利用所谓推迟 
格林函数及超前格林函数.这样可使格林函数的解析性质变得更为简单②.为了 
明确起见，我们首先说明费米系统的情况. 

推迟格林 函数定 义为： 


> tr 


(36.2) 


1。， < q . 

对于微观均勻的非铁磁性系统，当没有外场时，这个函数（像通常的 Cm — 样）归 
结为只与 - X 2 这个差有关的标量 函数： 


<(n)= 〜 C R U )， 


(36.3) 


① 存: §36— §38中我们采用 ft = I 的申位制. 

② 一般用上标《和 <4( 来自于英语 retarded 和 advanced ) 来区分 这两个函数. 
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现在用通常的方法变到动量表象.但因为《 <0时 C R (t,r) =0,所以在 

G R {( o , p ) = |" (36.4) 

这一定义式中，实际上只需从0到 oo 对 t 求积分.移动变量 w 到上半平面仅仅是 
改善这个积分的收敛性.因此 （36.4) 式的积分在 w 的上半平面内定义一个不具 
奇异性的解析函数 ® .但在下半平面内，函数是借助于解析延拓的方法来定 
义的，这里该函数有极点（见下文）. • 

对于函数 C "， 我们可以得到类似于§8中对 r = 0 时导出函数 G (8.7) 式那 
种形式的展开式. 

把必算符乘积的矩阵元〈《!••• U > 按矩阵乘法规则展开，并把矩阵元表达成 
(8.4) 的形状，我们 得到： 
iG R ( t , r ) = 

= ^(0) I m )( m \ ^；(0) I n > + 

n. w 

〜 W “丨 乂⑻丨 m )< m | 么⑻ 丨 心丨， 

式中 

⑴ mn = E ’ ， E ’ n ， k mn =P m -P n . 

对于花括号中的两项来说，对 n 和 m 求和有某些不同的意 义：第 一项里，处于《 
和 m 态的粒子数以关系式 / V m = / V „ + 1相 联系； 而第二项里，是以 / v m = yy n -丨相 
联系.在第二个求和式中互换下标 m 和 n 便可以消除这个 差异. 同时注意到 

( n \ ij / o (0) lm ) < ml ^ o * (0) In )= 丨 〈 n l 《 。 (0) Im 〉1 2 = A mn , 

我们即得出如下形式的完整表 达式： 

= y X + e 〜 / r ) ， t >0 (36.5) 

n ,m 

最后，计算 （36. 4) 式的积分时应作一下（同 §8 中一样的）代换: w — + i 0 ， 
最终 求得： 

G R ( co , p ) Z +e '，). (36.6) 

应注 意：这 个表达式的全部极点（按照上边说的）都分布在实轴下面，即在 w 的 
下半平面之内. 

上述性质足以用来建立函数的实部和虚部之间的一定的关系，即所谓 

①对照一下第五卷§丨23中关于函数 a ( w ) 的类似 讨论. C * 和《这两个函数具有相同的解析性质 
5然不是偶然的 ：从第 五卷的 （126. 8) 式来看，该式就是用相似的方法通过 —定的 算符对易子表达出来 
的. 
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Kramers - Kronig 关系，或称 作色散关系： 

ReG R U，/?)=lf lm (36.7) 

ir J u - oj 

[见第五卷 §123 中关于 a ( W ) 同样关系式的推导].对于上式，只要借助公式 
(8. 11) 在 （36. 6) 式中分离出实部及虚部来直接检验，便可确信它的正确性.还 
应指出，考虑到公式 （8. !1 ) 可以将 （36.7) 式重写成如下 形式： 

<^(6>，尸）=丄厂 (36.8) 

IT J -go U - (O - iv 

式中 

P( U ， P) = - 4 ^ 4 Z MJU - cO & (尸 - U(l +e 〜 r ). 

m ,n 

当 w 为实数时，则冇 p = hn C R . 

衷达式 （36.8)， 当趋于“宏观极限” ( 比值 W / V —定）时，具有更深刻 
的意义.在这个极限下，各极点都汇合在一起，因而函数 p ( u ) 对于一切 a 值 
都不等于零（但不简单地等于各离散点 t 的 S 函数之和）.这时公式 （36. 8) 可直 
接确定在 o > 上半平面内及实轴上的仿）.为确定在 o > 下半平面内的 G \ w ), 
必须迸行积分的解析延拓，因而应当改变积分围道的形状，以使围道总是从下面 
绕过“=如这一点•这时 G R ( W ) 在下半平面内距实轴为有限距离处可以有奇点， 
积分围道被“夹"于极点 u = w 和分子的奇点之间. 

现在用类似的方法引人 超前格林函数 ，按照 定义： 
iC ： fi ( X it X 2 ) = 

fO ， t , > t 2 ： 

=) (36 9) 

l-< 氣 UJ 匆 U 2 ) 夂 u,)>, t, <t 2 . ' … 

动量表象中的函数 G A ( o >，/0 是变量 W 的解析函数，它在下半平面内没有奇点. 
它的展开式不同于 （36.6) 式的地方在于改变了分母中 io 前的符号.这就是说， 
在实轴上 G A ( co ) = C K •(扮），而在 w 整个平面内， 

C 1 (w * ) = G N ' (( o ). (36. 10) 

00 时，函数 f 和 C 与样都按如下规律趋 于零： 

G r ， G A — l /< o , 当 Iwl —oc 时. （36.11) 

我们提 醒一下 [见 （8. 15) 式的推导]，这个渐近表达式的系数（为 1) 决定于函数 
在 G =«,时跃变 之值； 这个跃变值与温度无关，并且对于所有三个函数 G \ G\G 
都是相同的，根据它们的定义，这一•点是很显然的. 

为了建立用上述方法引入的函数 G \ G A 与通常的格林函数 

=〈攻（1_) 士； U 2 )> 


(36. 12) 
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之间的关系，我们可获得此格林函数类似于 （36. 5) 的展开式.经过上面所进行 
的完全类似的计算，便得出如下结果 


“ m ,/t 

x i— — O +iir5(^-^ mn )(l - 


Re G(o> ， p) ± icoth G(o> ， p). 


(36. 13) 


) 


比较 （36. 13) 和 （36.6) 两式，我们 求得： 

0 R {o>,p) l 
G A (co,p)\ 

这时，仍从上述的表达式 （36.13) 可以 看出： 

signlm G(a),p) = - sign co. 

应当注意，函数 C (与和 C 不同）不是 o > 的解析函数. 

当了―0时，有 coth (< y /2 r)->sign o >, 因而由 （36. 】4)式得出 ：在 实轴上 

C H , w >0 ； 

0 A . a ) <0. 


G - 


(36. 14) 


(36. 15) 


(36. 16) 


所以， 7=0 时的函数 （ P ( o 0 乃是两个不同的解析 函数： 右实半轴上的 G R ( w ) 和 
左实半轴上的 C A (< y ) 当 llm o )\^0 时是(；（6；)在的两个实半轴上的极限值 • 
现在不难写出理想费米气体的函数 G r ,G a 的表达式.只需要 注意： 这两个 
函数都遵从同一个方程 （9. 6), 而在推导这个方程的过程中只利用了函数在 
时的跃 变值. 由于的极点位于实轴下方，而的极点位于实轴上方， 
因而绕过极点的方式是熟知的.由此得出 下式： 


C (0> u( w ， p) = ( +弘 ± i0 ) . (36.17) 


上式在温度等于零时和在有限温度时都成立.根据 （36. 14) 式，我们求得函数 
为: 


(36.18) 

当 F —0 时，我们又回到了公式 （9.7) ，该式与 （36. 17) 式的区别就是将: tiO 换成 
(iO • sign to. 

现在我们对玻色系统引人类似的公式.推迟格林函数和超前格林函数分别 
定 义为： 


①改用动软表象时，对 f 的积分可分成从 - 00到0和从0到00两部分，并且在其中-个积分里交换 
求和指标, 71 . 



iG R ( X it X 2 ) 


第四章有限温度时的格林函数 


(x 2 )nx { )) , t, >t 2 ； 

lo , t { < t 2 . 

(36.19) 

iC(H)= 

rO, ty>t 2 ; 

~[ ~(nx t )^(x 2 ) - 舍 *u 2 ) 》 u,)>, ti <t 7 . 

假如我们这时所谈的是温度超过 A 点的情况，则在这两定义式中将出现全少标 
符； 当温度低于 A 点时，定义式则与非凝聚体算符有关.代替 （36. 6) 式，现 在有： 

G \( o , p ) =(2< tt ) 3 Y w n A -^ b(P - k ^- } (\ - e '^ /r ), (36.20) 

这个函数与 c 的关系，由下列公式 给出： 

G R (( o , p ) = Re G ( o >, p ) + i tanh ^ • 1 m G (< o , p ) , (36. 21 ) 

并且在实轴上有 


Im G ( a >, p ) <0, (36,22) 

[函数 G 由 （31. 1) 式定义，并以按吉布斯分布求平均代替按基态求平均].对于 
理想玻色气体来说，函数 C 由同样的公式 （36. 17) 给出，而函数 C 为： 

o/'vk+r—L 去 4 ( 36 . 23) 

格林函数在温度不等于零时的物理意义与 r = o 时的物理意义基本上相同. 
当然，格林函数 C 与粒子动量分布之间的关系式 （7. 23) 以及 G 与密度矩阵之间 
的关系式 （7. 〗8) ,(31.4) 仍旧成立. 

这里，关于格林函数的极点与元激发能量相合的论断也仍然有效（但因为 
函数 G 本身不是解析的，所以这时讨论解析函数 f 在的下半平面内的极点 
或讨论函数在如的上半平面内的极点更为合适）.这个论断（像§8中的情 
况一样）可重新由展开式 （36. 6) 得出.虽然在这个展开式的不同项里现在会出 
现系统任意两个态之间的跃迁频率0>_，但是在趋于宏观极限之后，同以前的情 
况一样，仍保留的极点只对应于由基态到具有一个元激发的各态的跃迁.两个激 
发态之间的跃迁不会使宏观单粒子格林函数中出现极点，正如由基态到具有多 
于一个准粒子态的跃迁不会引起极点的出现一样（见 §8). 因为这些态的能董 
之差并不单值地决定于它们的动量之差. 

还应强调一下 ：当温 度不等于零时，准粒子寿命不仅与它们本身的不稳定性 
有关，而且也与它们之间的相互碰撞 有关. 由这两种原因引起的衰减必须是微弱 
的，这样，准粒子的概念继续有意义. 
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§37温度格林函数 

为了建立计算有限温度时格林函数的图技术，需要从少算符的海森伯绘景 
变到相互作用绘景，这同在§12中的做法是一样的.这时我们重新得到的表达 
式与 （12. 12) 式的差别，只在于求平均不是对基态进行的.但是，这一差别是很 

重要的 ：与由 （12. 12) 式变到 （12. 14) 式的做法不一样，现在对算符的平均不 

可能与对其余因子的平均再分离 开来； 问题在于，非基态在算符 S - 1 的作用下并 
不自然地变为苏本身，而是变成具有同样能量的一牲激发态的一定的叠加（包 
括准粒子所有可能的相互散射过程的结果）.这种情形，将使得囹技术变得极为 

复杂，即因中的少算符也参与收缩而产生一些新的项. 

但是，可以改变格林函数的定义，以避免产生类似的复杂情况.根据这种定 
义建立起来的数学工具，是松原 （ T . M a tsub ar a ，1955) 研究的成果，很适宜于计 
算宏观系统的热力学量. 

我们按下面定义引人所谓松原畛算 符①： 


W(r ， r) =e TH 'tji a (r)e' 


(37.0 


d ， r ) = e U (0 e - T ".. 

式中 t 是辅助实 变量; 这两个算符，从纯形式观点来看，与海森伯算符的区别在 


于后一种算符屮是把实变量 f 换成虚数 - ir ②. 例如在 （7. 8) 式中作代 换：多 — 

妒，七― - d / dT ，便得到 （37 . I )式的两个算符所遵从的方程像用 
海森伯少算符定义通常的格林函数一样.借助上述两个算符可定义新的格林函 
数兌 


S^(T, ， r, ;T2 ， r 2 ) = - <r i ^( Ti> r | )'^( T2>r2 )) i (37.2) 

这里记号7；表示 “ t 编时”，即按7•从右至左增大的次序排列算符（在费米系统 
的情况下，置换一次算符时需改变符 号）； 括号〈…：)表征按吉布斯分布求平均. 
将定义（3 7 . 2) 写成如下形式后，即可把这个分布表示成显 形式： 

A 

心 = ~^r\wT 7 #( T| ， r,)^(r 2 ， r 2 )!, 


① 这- • 竹里我们写出的公式将间时用于费米系统和玻色系统（高于 a 点）.用记号来 K 别时，上标 
对应于费米系统，下标对应于玻色系统.此外，对于玻色系统应略去自旋 下标. 

A 

② 我们强调一 下：鉴 T •这一区别，算符 P 与绝不相间. 
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^ = exp | —-— j , (37.3) 

式中 Tr ■表示所有对角矩阵元的和.用这种方式定义的格林函数称作温度格林函 
数，以区别于“通常的”函数 G (故把 C 称作时间格林函数）. 

像函数样，非铁磁系统的函数在无外磁场时归结为标量= 
#^^.对于空间均匀系统来说，该函数与 G 和/* 2 的关系又归结为与 r = r , - r 2 
这一差值的关系. 

同样不难 看出： 就定义 （37. 3) 本身来说，函数#只与 T = Tl -t 2 这一差值有 
关.例如，令 t, <t 2; 于是就 有①： 

$= 士击严 T r | e - wV e J.^; (r 2 )e 卜 …〜 o(ri)e -j ! ， 

或者在记号 Tr 下循环置换 因子： 

% 土 击严 r<0. (37.4) 

由此，上述的说法是显然的. 

事实上，变量 r 的取偵只在如下有限区 间内： 


- (37.5) 

并且当 r <0 时和 T >0 时，函数列 r ) 的值可以用简单的关系式联系起来.当 T 
= r , - r 2 >0 fl 寸，作类似于 （37.4) 式的推导, 求得: 

■^=-击， r TH ， 一⑹卜 

=-击仏) e - 一 7, 仏)丨, T> 0 

把此式与 （37.4) 式作比较， 则得： 

%\ r ) = + ^ J , T <0 (37.6) 

[由于 （37. 5) 式，右边函数的宗量当 r <0 时是正的]. 

现在我们把函数別 T ， r ) 按坐标展成傅里叶积分，并按 T [在（ 37 . 5 )式的区 
间内]展成傅里叶级 数②： 

辦 T ， r)= r lf ， ri ， r ， P)J^J ， 07.7) 

其中，对于费米系统 * 


① 括号中的 W ? 2 是对费米系统的，对于玻色体系统应换成 1. 

② A . A - A 6 P hkocoh ,^. n . rojrbKOB ’ M - E _ fl 3 n ^ ouiMHCKMfl ( 1959) 及 E . C . < HpaaKHH ( 1959) 引入了这 

种方法. ~ 
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^ = (2s+l)-jrr (37.8a) 

对于玻色系统 

^ =2s-rrr (37.8b) 

0=0, ±】， *2, …）； 这时自然满足条件 （37. 6) .对 （37. 7) 式的逆变换，具有如 
下 形式： 

= J^je i(<, r - f - r, .^(T,r)d^dr (37.9) 

[考虑到（37.6)及（37_8)式，在-1/7^7^1/7'范围的积分变为从0到 1/7 1 的 
积分 J. 

进行类似于§36中所作的一些计算，可以把蚵 U) 通过薛定谔少算符的 
矩阵元表达出来.计算的结果为： 

m,^P) X ^ li Amn ^~ k -~ (] ±e-- r ). (37.10) 

(2) t ~o) mn 

由此，首先可以 看出： 

•n - l ， p 、 =m ， p). (37.il) 

其次将 （37. 10) 式与 C 的两个展开式 （36.6) 和 （36.20) 作对比，我们 求得： 

(，>0. (37.12) 

在 139 页上已说过，条件 C >0 来源于表达式 （36. 6) 和 （36. 20) 只在 w 的上半 
平面内才直接成立.因此，在傅甩叶分量中温度格林函数与在的虚轴上离散 
点处所取的推迟格林函数相同.特别是，由这个结论可以立即写出理想气体温度 
格林函数的表达式，将 w 换成 （，由 （36.17) 式 可得： 

多刺“ ■，/ 0 = (37.13) 


下一节将要 讲述汁 算函数对 t,P) 的图技术.为了确定函数 G R < w ,p) (因 
而特别是为了确定系统的能谱） ，黹 要建立一个解析函数，该函数应在 w = ^ 点 
与发 U,，/0 相同，并在 w 的上半平面内没有奇点.假如补充上 iwl —* 时 G R ( o )， 
P)—0 这一要求，则这套手续就是唯一的[见 （36. li) 式]•然而在具体的情况 
下，这种解析延拓可能伴有一定的困难.但计算热力学量时并不需要进行解析 
延拓. 


例如，为了计算势町以根据对密度矩阵按吉布斯分布取平均的表达式 


N P a p ^ r \ t^ 2 ) = ± .^(r, , r i ；r +0,r 2 ) (37. 14) 

来迸行•[该式显然由定义 （37.2) 得出； 比较 （ 7 . 17) (并对 a = 口求和 
后），我们得到系统的密度 


/V 

7 


S J 亂 


P ) 


d 3 p 


(2tt) 3 


T -•- 


9 

0 


(37. 15) 
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该表达式将/ V 定义为的函数，然后对等式八=/尔求积分即可算出 

n ( ft , T , v ). 

§38温度格林函数的图技术 


建立计算温度格林函数 f 的图技术同在§ 12, §】3中对时间格林函数 C 的 
处理方法是类似的.松原少算符的定义 （37. 1) 与海森伯算符的定义之区别，只 
不过是在形式上将^换成 t ， 这一事实允许在许多方面利用直接类比法. 

酋先我们引人“相互作用绘景”中的松原算符，这些算符与 （37. 1) 式的区 

别，是把精确的哈密顿章 A 换成自由粒子的哈密顿量化： 

4 r :(T ， r) -exp(r H' 0 )ijf o (r)e\p( - t H' 0 ) . (38.1) 

算符和 ^ 之间的关系是由松原矩阵来实现的，它的建立类似于 （12. 8) 
式： 

o -( r 2 , r , ) = ^expj - j V , 0 ( r)dr J , (38.2) 

式中 

K 0 (t) = exp(r Kexp ( ~ tH ' 0 ) (38.3) 

是相互作用绘景中的相互作用算符.但是，以前在 § 12 中，多和多。之间的联系是 

在/= -oc 时“加人”相互作用的初始条件下建立起来的，而现在士《和#当 t 
= 0时相重合应起着“初始条件”的作用.相应地，代替 （12. 11) 式可 写成： 

^( t ) =^- , ( r ,0)^( r ) o -( r ,0). (38.4) 

把此式代人格林函数的定义 （37.3) 中； 为明确起见，取 T| > t 2 ，我 们有： 
«^( r , , r 2 )= 

=- Tr |^- , ( T M 0)^( r l )^( r l ,0) o -- , ( r 2 ,0)^( r 2 )^( r 2 ,0)} 

(为简单起见，没有写出宗量 r ,， r 2 ) .注意，当 T| > T2 > T 3 时， 

分 （ T"T 3 ) =<7(t, ,t 2 )<t(t 2 ,t 3 ) , 

=( j ( r 2 , r 3 ), 

我们把上式重新写成如下 形式： 

心 (T, ， t 2 ) = - Tr | U；(T I y ,0 j X 

x ^ (y » r i ) ， Tj)<(r 2 )6(T 2 ， 0) 1 } ， 

方括号中的各因子是从右至左按增大次序排列的•因此可以写成： 

= ~^ r \ wa - l [ T T irl ( r ^ l ( T 2 )&]\ , 


(38.5) 
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其中 

(y,0 ). 

不难验证 :写成 这种形式的表达式当 T , < r 2 时仍然成立. 

不同于 （12. 12) 式的 是：在 （38. 5) 式中包含多余的（吉布斯）因子，除此之 
外，仍按相互作用粒子系统的各态进行平均.下面我们证明，这两个差异将“相 
互抵消”，因而可回复到完全类似于 （12. 14) 的形式.为此，我们利用公式 

e -i = e ( T ,0)， (38.6) 

此式是把 （38. 1) 式代人 （38. 4 ) 式，随后将得到的表达式同的定义 （37. 1) 作 
比较而得出的.借助于上式，在 （38.5) 式中作如下 代换： 



把 因子 〆 ％从记号 Tr 下提出来，再把它从分子移到分母上，并表示成： 
e -^r = Tre -^r =Tre -^| 

末了，以 exp ( A/n (这里仏是在同样的值时理想气体的热力学势）乘 
分子和分母，我们最终 得到： 

Kff ( T 、， t 2 ) = - T r (38. 7) 

这里，按无相互作用粒子系统的各态进行 平均： 

〈 …〉。 =Tri ti； 0 ••- 1 
显然这个结果与 （12. [4) 式相似. 

为了变到微扰论的图，间§ 13 中的作 法一样 ，我们将表达式 （38.7) 按相互 
作用算符 h ( T ) 的幂展开•对于粒子间呈现成对相互作用的系统来说，这个算符 

与 （13.2) 式的区别只是把海森伯算符 也， 少。 + 换成了松原算符士.屮算符 
乘积的平均值重新按维克定理展开（即用所有可能的方式来选取算符的成对收 
缩）； 用§13中的同样的讨论，可以证明在这种情况下这个定理是适用于宏观极 
限的. 

因此，现在产生的图技术规则与§ 13中所得到的，对于 r = o 时的图技术规 
则完全类似.图表示法也丝毫不差地保持原样.只不过图的解析读法规则有一点 
儿改变. 

在坐标表象中，每一条由点2进入点1的实线都相当于一个因子 
-带有负号）•每一条连接点丨和点2的虚线对应于一个因 
子 -(/(r, - 08(1 -t 2 )_ 图的各内点的一切变量 r,r, 要在整个空间对积 
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分，并在由0到 1/7 1 的界限内对 ( j T 积分. 

为了变到动最表象，箫要把所有的函数展成 （37. 7) 式的形式.对全部 
内变量 r 求积分之后，在图的每个顶点都出现一个表征动量守愤定律 （ XP 二 0) 
的 S 函数.此外，在每个顶点上还出现如下形式的 积分： 

r L eXp ! + f 

这个积分[考虑到（37.8〉式]只当又 （， =0时才不为零，并且在这种情况下等 
于 1. 因此，在每个顶点上也遵从离散频率守恒定律.现在每条实线与因子 
0相对应（但自身封闭的实线重新对应于 因子^ >(^0 ——理想 
气体在 M ， r — 定时的密度）.每一条虚线相应于因子 - f / u ). 所有顶点上的守 
恒定律都考虑到之后，对余下的全部不确定的动盪和频率作如下形式的积分并 
求和： 

r V f 

公共系数（包含在-中的图均带此系数），在费米系统情况下等于 （-1 y .， 这 
里 L 是图中闭合实线的圈数.在玻色系统情况下，此系数等于 1. 

当然，在这种图技术中（像在 T ^ O 时的图技术 一样〉 也可以进行部分求和 
以及引人名种图“单元”.比如说，可以定义顶角部分，它是通过双粒子格林函数 
表达出来的.这个顶角部分是以类似于 （15. 14) 式的戴森方程勻函数#联系起 
来的.我们不必写出这些公式，因为这些公式的推导完全类似于 T = 0 时图技术 
的情形. 

当变到 T = 0 的情况时，在松原图中对 s 的求和变为对 （ 的积分，因而松原 
图技术就变为与第二章所讲的普通图技术非常类似的技术.但不同的是，当（为 
实数时松原函数与相应的虚半轴上 C 和 C 的值相同[见 （37. II —37. ]2)式]. 
为过渡到 r = o 时通常的图技术，还需要把积分围道一直转到与 o > 的实轴相 
重合. 
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超导性 


§39超流费米气体能谱 

在第一章所叙述的朗道理论都只与一种费米液体冇关，即只与不产生超流 
现象而有能谱的液体有关.对于量子费米液体来说，这种谱型并不是唯一可能 
的，现在我们开始研究具有另一类型能谱的费米系统.采用粒子间有吸引作用的 
简并近理想费米气体的简单模型（这是可以作完全的理论研究的）， kT 以最鲜明 
地说明这种能谱的起源及其基本性质①. 

粒子间呈现排斥作用的弱非理想费米气体已在§6中讨论过了.初看起来， 
在那一节里所进行的计算，对于粒子间的排斥作用情况和吸引作用情况（即散 
射长度 a 为正值和负值时）在同等程度上都是正确的.但实际上，在吸引作用 
<0)的情况下，用这种方法求出的系统的基态，对于一定的改组（改变基态的性 
质和降低能量）是不稳定的. 

这种不稳定性的物理本质在于粒子都倾向于“成对” ：在/ »空间中，位于费 
米面附近并具有大小相等、方向相反动量和反平行自旋的粒子对，都倾向于形成 
束缚态，这就是所谓的库珀 （ L . N . C 00 per ，1957) 效应 .奇妙的是，在费米气体中 
粒子间的吸引作用无论有多弱都会产生这种效应. 

正是由于这种效应，在讨论有排斥作用的费米气体问题中曾使用过的适于 
气体单个粒子自由态的算符集合，现在已不能作为微扰论最初的正确近 
似了 ® .现在需要立即引人新的算符来代替上述算符，我们寻求的是下列线性组 


① 这个问题是超导理沦的基础，该理论坫由 Bardeen , L . N . Cooper 和 J . R . Schrieffer 于 （ I 95 7 ) 建 
立的.下面叙述的解法《于 H . H . Boro ^ io 6 oB (1958)的1:作. 

② 指出微扰论（就§6中运用的形式来说）不适于具有0旋投影为 *1/2 和动最为 - P| 的粒 
子对，也就指明 t ? = 7 T 处存在奇点，用这种理论得到的准粒子相互作用函数的表达式 （6. 16) 就具有这种 
奇点； 这种奇点只在反平行自旋的情况下才存在.而这些自旋对应于算符％ A 的本征值等于 - 3. 
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合形式的 算符: 


h* ~ V P * 

上述形式合并 r 具有相反动量和相反自旋（投影）的粒子的算符（下标+和-表 
示自旋投影的两个 值）； 由于气体是各向同性的，系数只能依赖于动量 p 
的绝对值.为使这些新算符对应于准粒子的产生和湮没，它们应同以前的算符一 
样遵从同样的费米对易 规则： 


(39.2) 

而所有其它的算符对都是反对易的（下标 a 注明两个自旋投影值）.对此，变换 
系数应遵从如下 条件： 



(39.3) 


(适当地选择相因子能够使心心都成为实数）•这时，对 （39. 1) 式的逆变换具有 
如下 形式： 


占 ” = U J ” +v P^-P.-y 

%- =u p K- _ v h‘*_ 


(39.4) 


根据同样原因（具有相反动量和相反自旋的一列粒子之间的相互作用起主 
要作用），在哈密顿量 （6.7) 的第二个求和式中，我们只保留= 
的一 些项： ' 


焱 = E S : 〆 .- D ” ， （39.5) 

P° PP. 

式中重新引人了“耦合常数 ” g =4 以 2 Ul / m (散射长度 a <0〉. 

在以下的计算中，最好再一次采用通常的方法，不必明显考虑系统中粒子数 

的不 变性： 现在引人差# A 作为新哈密顿量，这里 

X « 

是粒子数 算符； 其次，原则上可利用平^值 iv 等于给定系统中的粒子数这一条 
件来确定化学势. 

我们还引人记号 

Vp ~ M， (39.6) 

因为 / x -/4/2 m ， 所以在费米面附近 


1 P =MP ^Pv) y 


(39.7) 


式中 t; F =/> F / m . 从表达式 （39. 5)减去从乂于是我们把原哈密顿量写为 
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々，= K 5 K a ”. （39 8) 

pa Y PP' 

我们在这个哈密顿量中进行 （39.4) 式的变换.利用关系式 （39. 2— 39. 3) 和 
可把求和下标 P 换成 得到： 

^ = 2 X ^p v I + S V P (^ P -v 2 p )(b p \b p+ ^b ； .b p _) + 

P P 

+ 2 I VM ( b ； J ： Pt . O ”） 々 B ；. B p (39.9) 

P ?•¥' 

^ = b - p .- K * ~ v ld - + w ( U :,.- _ b “ b ”、. 

在熵一定时，利用系统能童 £ 取最小值的条件来选择系数 \， ty 熵由组合 
表达式来 定义； 

S = - Z [ V ln V + ( 1 _ V ) 】 n( 1 - n po )]. 

因此上述条件与在准粒子占有数定时能量取最小值是等价的. 

在哈密顿量 （39. 9) 中，对角矩阵元只具有含乘积 

b p a b pc = » Ko b p\ = 1 * rt P <» 

的 一些项 .因此我们 求得： 

E = 2 X ^ + S +/ i p -)- 

p p 

-- y [ Z U P V P ( ' 1 ~ n p * ) - (39.10) 

p 

把这个表达式对参数 \ [这时考虑 （39. 3) 的关系]取变分，我们便得到极小 
值的 条件： 


bE 

2 

一 T (1 _ n ” 一 

v p 



~- y ( u l ~ v l ) X V*V( 1 _ -〜.-)] =0 ， 


从而求得方程 

2 V P u p v p _g) ， 

(39.11) 

式中 d 表示 求和： 

A= -y Z WO -n p _). 

P 

(39.12) 

由 （39. 11) 和 （39. 3) 式，通过义和4表达 u p , %: 



:㈣ 义 ). 

(39. 13) 


将这两个值代人 （39. 12) 式，即得到确定4的 方程: 
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1 

在热平衡的情况下，准粒子占有数与自旋方向无关并由费米分布（化学势等于 
零，见6页的注解） 给出： 

= n p.= n f = [ e e/r + 1 1 (39. 14) 

再将求和变为对 P 空间求积分，我们把这个方程写成 


&_ \ 1 ~ 2ti p d V 

2 J (2 ^) J 


(39. 15) 


现在转而研究上面得出的几个关系式.我们看到，量 A 在所研究类型的能 


谱理论中起主要作用•现在首先计算 r =0 时这个童的数值 （用屯 表示）. 
当 T = 0 时，准粒子是不存在的，因此％ =0,方程 （39.15) 取如下 形式: 

g r 4Trp 2 dp _ . 


2(2 ^> 3J 


(39. 16) 


应立即指出.当 g <0 时，即在粒子间呈现排斥作用的情况下（方程两边的符号 
显然是不同的〉，这个方程显然不可能有 A 。 的解. 


满足4。 « v ¥ \ p y - p \ « v , p F -^ 的动量区域对 （39. 〗6)式中的积分提供主 
要贡献，并且积分具有对数性质（结果证实4。比 〆 小）.当某一 时截断 

对数积分，我们有① 


因此 求得: 


_ p 2 dp _ A_ f drf _ s 

ur^f( Pr -p) 2 ] ,/2Ss: ^j (a 2 0+v 2 ) ,/2 ^ ^ 



S m Pr , e . 

2 tt 2 ^ A a 

(39.17) 

从而 A 0 = 及 exp 

( 2 ir 2 ft 3 \ _ / -irft \ 

1 = " CXP ( ~ 2 Pv \ a \)' 

(39.18) 

这个表达式也可以写成 

4。 = £ exp ( - 2 / gv T ), 

(39.19) 


式中 p e = mp r / rc 2 Pi 3 是费米面上单位能贵间隔的粒子状态数 （ i / cU 是 dfi 间隔内 
的状态数）. 


①与尸》~吋％ « 〆 ，因而（ 39 」 6 )式中的枳分就写出的形式来看，将同样发敗•但实际上这 
个发敗足虚假的.将常数 M 即敗射长度 a ) 和相互作用势之间的关系 亜整化 .即可消除此发散，这和§6 
及 §25 中的处理方法是一样的.连续进行这样相当复杂的计算还可以求出截断参数&和化学势#之间的 
比例系数：及 = (2/e) 7/ V = 0. 4V I 参看； I . n . ropbKOB , T. K. MenwK - BapxyaapoB, ^ OT 4»,40, 1452 
(1961)]. 
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使我们最感兴趣的是系统能谱即元激发能量 ^ s { p ) 的形式.现在 
我们根据准粒子占有数改变时整个系统能量的变化[即把 （39. 10) 式中的£：对 
〜 „取变分]来求的形式.因为 u p ， v p 的值已由£：对它们的微商等于零这一 
条件选定了，所以可 在％， \ -定的情况下把£对〜。取变分.因此 

8 £ \ 

如邛’ Vp 

利用 （39. 11-39.13) 式计算微商，便得到如下简单的 结果： 

«■(/))= ^/A 2 +r) 2 p . (39. 20) 

我们看到，准粒子能量不可能小于 p 时所 
达到的△值•换言之，系统的激发态与基态隔着一个 
能隙.具有半整数自旋时，准粒子都必定成对出现. 

就此意义可以说，能隙的大小等于 24. 我们注意到 
这是一个指数函数性的小量 ：因为 <<1,所 
以与 M 相比屯 是指数函数小量.也应指出，表达式 p ~ p f 

(39. 18) 不可能按小参数——耦合常数 g 的幂 展幵； 

贫包含在指数函数的指数的分母中，因此的值 m5 

是函数4。（#)的本性奇点. 

(39.20) 式的能谱遵从§23中建立的超流条件 y / p 的最小值不等于零.因 
此粒子间相互吸引的费米气体必定具冇超流性质. 

在图5中将超流情况下准粒子的色散规律（上面的曲线）和正常费米系统 
的色散规律作了对比.在后一种情况下，这种规律（根据§ 1结尾所作的解释）是 
用 e =：心 Ip - I 的两条直线表示出来的. 

能隙4的大小与温度冇关，这就是说能谱形式本身与准粒子的统计分布有 
关——与正常型费米液体的情况 类似. 因为当温度升高时准粒子占有数增加 
(趋于1 ) ，所以从方程 （39. 15) 就可以看出，这时4减小并在某一有限温度 r e 时 
变为零 ：系统 由超流状态变成正常状态.这个转变点就是第二级相变（类似于超 
流玻色液体的 A 转变）. 

在简并费米气体的能谱中有能隙存在，它是本节开头已经讲到的“成对”效 
应的表现 .2 A 的大小可以看作是库珀对的束缚能，即分离这种粒子对时所需的 
能量. 

哈密顿貴 （39.5)( 如§6所指出的）只考虑 s 单态（即粒子的相对运动轨道 
角动量等于零，并且自旋反向平行）上粒子对间的相互作用.总自旋等于零吋， 
粒子对的行为同玻色型组成物一样能够以任意数目①聚集在（整体运动的）最低 




①原文为冇限数目——译者注 . 
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能级（即总动量为零的能级）.就这样的直观解释来看，这种现象完全类似于玻 
色气体中粒子在零能态的聚集（玻色-爱因斯坦凝 聚）； 在这种情况下，凝聚体 
是成对粒子的集合. 

当然不应賦予束缚对的概念以过多的字面上的意义.更准确地说，应谈及 
空间中粒子对各态之间的关联，这种关联使合动量为零的粒子对以有限概率出 
现.在关联区域内，动釐的弥散值8/>对应于4量级的能量，即相应长 
度卜 如 〆 用来确定具有关联动量的粒子之间距离的数量级.当 r = 0 
时，这个长度（称作相干长度）为 


h ( irh \ 

A ；^： exp (2^)* 


(39.21) 


因为对简并费米气体 A / p F 在数量级上与原子间距相同，所以我们看到，^比原 
子间距大得多.特别是，这种情况直观地表明 r 束缚对的概念不是无条件的. 

库珀效应的发生与费米面的存在有密切关系，该面 r = o 时在 p 空间的占据 
状态限定了有限 区域; 有一个重要情 况是： 在这个表面上，单位能童间隔的状态 
数不等于零.这种关系表现于决定能隙屯大小的公式 （39. 19) 之中，这里当~ 
— 0时变为零. 


§40超流费米气体热力学性质 


现在我们从计算能隙大小与温度的关系来着手研究超流费米气体的热力学 
性质•把方程 （39. 〖5)重写成如下 形式： 




我们注意到，方程左边的积分与 r = o 时积分的差别，仅在 于把屯 换成 丄 因此 
考虑到 （39. 17) 式我们看出，方程左边等于把 （39. 】4) 式中的~代 
入方程的右边并对办= drj / v r 进行积分： 



drj 


£( e c/r + l ) 


21 



(40.1) 


式中 


n u) = r — ^ 

° - Jx 1 + ( exp y/x + u 2 + 1 ) 
(由于积分收敛得很快，积分限可以扩大到 : too ). 
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在低温范围内容易算出积分①，并 得到： 


A=A 0 [l (40.2) 

但在相变点附近区域内 A 很小，于是积分 /(4/ r ) 展开式的前几项给 出②： 


ln ^ = ln ^ + 7^(3)^ 

A yA 8 it 2 f 

由此首先可以看 出：当 温度在 

r c = r 4 o / ir =0. 51 A 0 , 

它小于简并温度 7； 时， △ 变成零.然后取一级 ' 可得： 


(40.3) 


(40.4) 


) 广 = 


3. 06r I - 


(40.5 


盖 ( 卜是)广 =3 我 (4 ° 

下面剩下的是计算气体的热力学量.首先，我们研究低温范围内的情况. 
为了计算在此范围内的热容量，从公式 


S 也 = 2] £ (^ n p* + ^ n p-) = 2 X € ^ n p 
p p 

出发是最简便的，此式表示对准粒子占有数取变分时系统总能量的改变.将公式 


①当 U 很大时，/〈《)按1/«的展开式的第一 项为： 


/⑷“ 厂令 W [- 十 +6)]=( 会） e -' 

②对 T 积分 /(") 的展开式来说.当 U —0 时我们可以从展幵式中加上和减去如下 积分： 


屮 ：（ 治 


- lanh -r— I dx. 


于是/=/, +/ 2 .其中 


= il ；( 




在/,中可以简单地求出第•项的积分，而对第二项进行分部积分，求得： 


2/, = - in + -i- (" —^— dx, 

2 2 Jo cosh 2 ( x/2 ) 

式中的积分等 2 in ( Ti /2 y ) (这 M In y = C = 0.577 ——欧拉常数），因此 2/, = \ n (- n / yu ). 
枳分々当《 =0时变成枣.此积分按 U 2 M 开式的第一 项为： 


把展开式 


/j = ^ t/o v (* r , anh f ) 


l^nh $ [ tt 2 (2/i + I ) 2 + x 1 ] 


〈此式的推导，吋参看 163 页的 注解） 代人前一式中 ，得： 


2 ， j=4m \?o/o r( 2n + i)V + ， n 2= ^ L i2n 
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除以并由求和变为求积分，即得热 容量: 





当时，准粒子分布函数准粒子能量 +7/ V 24。； 进行简单 
的积分，便得出如下 结果： 


C = V 


- j 2 mp f Al ，2 


(40.6) 


3 / 2^3 j3/2 ^ • 

所以当 r - o 时热容量按指数函数规律减小，这是能谱中存在能隙的直接结果. 


根据热力学势 n 来作进 一步的 计算是方便的，因为我们所作的全部研究都 
是在系统化学势（不是系统的粒子数）为已知的情况下进行的①.现在我们利用 
公式 


SUf 〉’ （ 40 . 7) 

式中 A 是描述系统的某一参量[对比第五卷 （ H .4), U 5. U ) 两 式]; 现在，我们 
取哈密顿量 （39. 8) 第二项中的耦合常数 g 作为这种参量.这一项的平均值由公 
式 （39.10) 中的最末项给出，根据 （39. 12) 式，它等于- VA 2 / goz g . 因此有 

_ VA 2 
d S g 2 

当 g — o 时能隙 △ 趋于零.因此，将这个等式在从0到 g 的界限内对如求积分， 
我们便求得超流态的热力学势与在同样温度下正常态 =0) 时热力学势值之 
差②： 

a~^ n = -yf ( 40 . 8 ) 

J 0 g 

根据微小附加量的一般定理（见第五卷 （24. 16) 式），修正量 （40. 8) 式用相应的 
变量表达时，对于所有的热力学势都是相同的. 

在绝对零度时4=屯，于是根据 （39. 18) 式我 们有： 

<14 0 _2TT 2 fi 3 4 0 
d 尽 mp ¥ g 2 

在( 4 0.8〉式中，把对知求积分变为对必。求积分，我们便求得超流系统和正常 


① 不要把气体自身的化学势句等于零的准粒子气体化学势混为 -- 谈！ 

② 这里有必要对我们从一开始就作的忽略给以注释.在哈密顿世 （39. 8) 中.当 g =0 a . 丨根本不存在 
粒子间的相互作用，因而可以想 到：我 们得到的是理想费米气体，而不足“ E 常"非理想气体•但实际上在 
哈密顿量 （39. 8) 中已经作了忽略，此后就不可能再谈及能盘绝对值的计算了•相互作用项 已被扭 略，（这 
些项对于求能谫的形状及差值/2, -/2 n 是无关紧要的 ，} 它们对能量的贡献大于指数函数小里 ：（40.8 U 这 
恰好是与 成正比 的贡献，它由公式 (6. 】3 ) 给出]. 
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• 1 S 5 ■ 


系统基态能级之差的如下表 达式： 


E .- E = 


(40.9) 


4 W 

这个差值的负号，表示本节开头曾提到的在气体粒子间呈现吸引作用时“正常 
基态具有不稳定性.对于单个粒子，（40.9)式的差值为 ~ A 2 /^ 

现在我们转到相反的情况将等式 （40.3) 对 g 求微分 ，得： 

2Cm AliA 

4 ir f 1 A ) mp F g 

由此式将 Sg / g 2 代入公式 （40. 8 >, 并将其理解为自由能 的差： 

1((3) mp F 


n _v 
考虑到 （40. 5) 式,最终有 

F-F_^~V 


8 W 尸 
2mp K ?t / 


从而 熵差： 


5,-S„= -V 


4 wp F 7 , t 

7^(3 )fi 




T 

Y. 


HD . 


(40.10) 


当 T — T t 时，热容量差趋于有 限值： 


C - C=V 


4mp F r c 


(40.11 


7((3) fc ? 

就是说，在相变点要经历一个跃变，并且 C ,> C 。. 正常态热容鼋（取一级近似）可 
由理想气体公式得出[见第五卷 （58. 6) 式]; 通过表达的热容量的形式为 
C n = Vmp ¥ T /3 h \ 因此，在相变点热容量之比为 

C ,( T c ) 12 


1 =2. 43. 


(40.12) 


C n ( T ti ) 7((3) 

对于气体的超流性来说，气体的特征是把密度 p 分为正常部分和超流部分. 
根据 （23.6) 式，密度的正常 部分： 


Pn = 


8 tt 


I 


4 dra 

3(2irfi) 3 J P di d/7=B Ww 


4 

Py 


dre . 

Te 6v 


利用公式 


P = 


mN 


y 3(2 ir / i ) 3 ’ 


把气体总密度与 p F 联系起来了，因此 


P 



t dV ' 


(40. 13) 
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这个积分不需要特意去计算，因为可以把它化为已知的函数 A ( 70. 将方程 
( 4 0.1)对 r 求微商，并把得到的积分与 （40.13) 式比较，即可 证实： 


A = 1 -丄. 

. p n TA ， 

(40.14) 

把极限公式 （40. 2), (40. 5) 代人上式，得： 


r -0： 卜(今 £)_'-， 

(40. 15) 


(40.16) 


最后，关于得出的公式对温度的适用范围还必须作两点说明. 


当接近于相变点7；时，准粒子的相互作用过程（在上述理论中未加考虑） 
就变得重要了 ；在这种情况下，由于出现第二级相变点特有的热力学量的奇异 
性，这些过程确是极为重要的•在充分接近相变点时，上面得出的那些公式最后 
当然并不适用.但由于存在小参数（耦合常数客），这种情况在我们所研究的模型 
里只当厂 - r 的值非常小时才开始 出现； 在§45中我们还要更详细地讨论这个 
问题. 

像在超流玻色液体中一样，在我们所研究的费米气体中 （与 具有排斥作用 
的费米气体相反，比较 §4) 可以传播声音（声速为“ ~p F /m, 并以通常方式决定 
于介质的压缩性）.这就是说，除了这里所研究的费米型激发谱以外，在这种气 
体的能谱中也有声子的（玻色）激发支.由声子决定的热容量与 r 3 成比例，比例 

系数较小.但是当 7’— 0时这种热容量最后必定超过按指数函数减小的热容量 
(40.6). 

§41超流费米气体的格林函数 

现在我们来建立适用于超流费米系统的格林函数数学方法①. 

在§26中我们曾看到，用0算符术语表述时，玻色系统中的玻色-爱因斯 
坦凝聚，是由连结两个状态的矩阵元存在不等于零的极限值（当粒子数 yy -,00 
0夺）表达出来的，而这两个态的差别只是 yv 变化一个 i . 这种论点的物理意义在 
于：使 凝聚体减少或增加一个粒子并不改变宏观系统的状态. 

在超流费米系统的情况下，上述论点也应适用于由库珀对构成的凝聚 体：在 
凝聚体中变化 一个库 珀对时，系统的状态不会 改变. 在数学上，这一点是由两个 

粒子湮没算符之 乘积七 的矩阵元和与它呈厄米-共轭的粒子对产 
生算符之乘积免〔（^)+纟（^ 2 )的矩阵元存在不等于零的极限值 （ ~4 00 时） 表 


①本1?中讲述的方法是 7 T . FI . ropbKOfl 的工作< 1958). 
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达出来的.这些矩阵元将系统各“相同”状态联系起来了，这些状态的差别仅在 
于系统中减少或增加了一副粒 子对： 

J,) | m ,/V+2> = 

= \xm(m,N (X 2 )\m,N) • #0 (41.1) 

以下我们将略去取极限的 记号； 为简单起见，我们也略去对角矩阵指标 m ， 这里 
的 m 是对不同粒子数系统的“相同”态编号的. 

像 §31 中的玻色系统情况一样，在超流费米系统的格林函数数学工具中， 
会出现几个不同的函数•除了通常的格林函数 

=</Vir^(X,)^；(^)| A -) (41.2) 

之外，还必须引入几个“反常”函数，根据定义， 

i 〜 (U 2 ) =<^(7-^(^,)^(1 2 )|^ + 2>, 
i ，， i(U 2 ) =(^+2\Tqr ： (X t )4r ； (X 2 )\N). (41.3) 

因为和尸二中的每一个函数都是由两个相同的算符排列成的，所以 

^(X^X 2 ) = -F 0a (X 2 ,X } ), 

S(U 2 ) = -G(K). (41.4) 

我们提醒一下，根据统计学基本原理，不论按封闭系统定态的精确波函数求平均 
或利用吉布斯分布求平均，统计平均的结果都一样•所不同的，只是在第一种情 
况下平均结果用能罨£和粒子数/ V 表达，而在第二种情况下是用^和从表达 
的.对于本节今后的讨论来说，第一种方法更方便. 

在§3 9 所研究的费米气体模型中，柒缚对都处于单态.束缚对的产生算符 
矩阵元或湮没算符矩阵元的自旋依赖关系，归结为单位反对称旋量： 

0 1 

= . (41.5) 

l-i oj 

因此我们把函数 （ 4 】 . 3) 写成① 

P a ^S^{X iy X 2 ) y 〜厂 （ H). (41.6) 

同时由于（41.4)式，和广对芩和义 2 是对称的•但是非铁磁系统的格林函数 
的 Q 旋依赖关系，可化为（；喊在宏观静止的均勻系统中，格林函数 C , 
厂和 F + 仅仅依赖于各点的坐标差和时刻差（见112页的注解①）. 

①比较29页的注解.虽然按 d 的自旋结构来看娃二阶混合旋量，而函数和匕^则分别是 
逆变和协变旋 a . 
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在§26引人的函数 H ( X ) 具有凝聚体中粒子的波函数意义，与此同样，可 
以把 函数# (^, ;£，/" 2 )看作是凝聚体中结成库珀对的粒子的波函数•于是函数 

HU ) ^ iF ( X , X ) (41.7) 

就是这些库珀对作整体运动的波函数.由定义 （41. 3)， （41.5) 不难看出，这时 
F *{ X , X ) （ A ：). 在宏观静止的稳定系统中，函数 HU ) 归结为 常数； 适当 

选择少算符的相位，可使这个常数为实数. 

现在我们来计算以这种方式定义的粒子间呈现弱吸引作用的费米气体的格 
林函数. 

海森伯算符遵从方程 （7. 8). 因为在我们所研究的气体中粒子间力的作 

用半径很小，在这个方程的积分项中可以取因子少 （ f ) 在， = r 点的值，并把 
它们从积分号下提 出来； 这时方程取如下形式 

-(忌+从)氣1必 ； H (41-8) 

取这个方程各项的厄米共轭形式，我们便得出算符企 + 的类似 方程： 

/ \ ^ ^ a . 

卜亡 = (& + 十: + 0:<吟 （ 41 . 9) 

将表达式 （4 i . 8) 代人微商 acy 扣 [(9. 5) 式]中，得到 方程： 

荔 +/x )〜 u ' n _ 

-ig{N\T {X)%{X)^ a {X)% ( X ')\N) = 8^ {X - X'). 

(41.10) 

[比较 （15. 12) 式]•这里出现四个少算符乘积的对角矩阵元，根据矩阵的乘法规 
则，可以分别写成两对算符的矩阵元乘积之和.从所存这些乘积中，我们只保留 
其中粒子数改变为 iv ^ yv +2 这种跃迁的矩阵元项，而略去其余所有 各项： 

{N\T^- jr a yfr ； '\N)-,(l\\T^ y ^ a \N ^2){N +2\T^ ； 多 ; ’|/V> = 

= ~ F ya ( X t X ) F ； e ( X , X > ) = - S ^ FWF ^ iX - X ') (41. 11) 

[在最后的变换中，利用了表达式 （41.5)]. 在物理上，这一项对应于粒子的配 
对，其数量级与凝聚体密度相同. 

但是我们要强调一下，上述做法同在弱非理想玻色气体的情况下所作的忽 
略有原则区别.在弱非理想玻色气体中，当7=0时，几乎全部粒子都处于凝聚体 

①如§39 -样，我们利用 i 己号客作为耦合常数，它与常数-% =- J * i / d 3 * 相等.我们把拉螫拉斯 


算符写成 V 1 以免和能隙4相混淆.在本节和下 一节中 .我们取 A = 1. 
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中，仅仅由于粒子的微弱相互作用而出现非凝聚粒子，其数量颇少.在费米系统 
的情况下，恰恰相反，凝聚体本身是由于粒子的微弱相互作用才出现的，因此它 
只包含少部分粒子.换言之，在作 （41. 11) 式的代换时被舍去的项是不少的，它 
们多于保留的项.此时被舍去的项只对计算系统基态能级的修正有用，在此我们 
并不感兴趣，但是这些保留项将导致本质上一种新的效应——改变能谱的性质 
(对此可比较154页的注解）. 

经 （41. 11) 式的代换之后，方程 （41.10) 可化为如下 形式： 

( i i + ^ +M ) CU) + 沒广⑺ = S ( 4> U ) (41.12) 

[ 函数的宗量尤换成夂根据定义（4〗. 7) ，常数 iF (0) 用 H 表示].这里包含 
两个未知函数和厂 U ) ，因此为了算出这两个函数必需再有一个方程. 
我们算出微商 

〈叫卜， 

便得到这个 方程； 这里没出现含 S 函数项[类似于 （9.5) 式中的第二项],因为函 
数 GU - r ) [与函数心 U - T ) 相反]当时是连续的①.把 （41.9) 式代 
人上式，并像 （41.1】） 式一 样重新将凝聚项分出来，最终我们得到方程 

+ gB * G ( X ) =0, (41. 13) 

其中包含 （41. 12) 式中同样的两个函数 C 和/^ ;所以由这两个方程便足以算出 
这两个函数（但是为了计算厂，还需要用同样方法再导出一个方程）. 

我们把这两个方程变到动堡表象,这里仍用通常方法引进傅里叶分量 (；(/>) 
和厂（尸）： 

( co - Vlf ) G ( P ) + gBF *( P ) =1, 

(41 14) 

(co + Vll )F^(P) = 0 . ‘ 

式中尸 = (%/>)，％ : P l / 2 m 应当指出，由于广（义）是偶函数，它的傅里叶 

分量也是偶函 数：广 （ P ) =厂（ - P ). 

由两方程消去函数，便得出 C 的方 程： 

{ a > 2 -7^1 ~ A 2 ) G ( P ) = o ) + r ] p , .(41.15) 

其中引人了记号 

A - g \ B \ - (41.16) 

①只要采用类似于在§9中对 G 喊的处理方法算出函数的跃变，并注意算符 (£,!*) 与 
是反对易的，躭很容易证明这一点. 
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方程 （41.15) 的形 式解： 
G ( P )=- 

O ) 


~ e '{ p ) 



to ~ e ( p ) 


+ --- , 

o ) + e [ p ) ’ 


(41.17) 


式中 s ( p ) = ^ A 2 + 7)) '和 t ； p 由公式 （39. 13) 给出.从此可以看出，由格林函数 
的正极点所确定的元激发谱由函数 f (/>) 给出，即我们又得到 （39. 20) 式的结 
果.同时我们也看到，能隙△和库珀对作整体运动的凝聚体波函数的模，原来是 
彼此成比例的两个量. 

但是 C ( P ) 的表达式 （41. 〖7)还是不完全的，因为式中没有确定环绕极点的 
方式.换句话说，函数 C 的虚部仍旧是不确 定的； 这一部分含有 S 函数 S ( w ± 
W ，因此在方程 （41.15) 中乘以：时就被消去了. 

当7^0时，环绕极点的规则，可采用将表达式 （41.17) 与展开式 （8.7) 作直 
接对比的方法建立 起来： 在极点为正和极点为负的各项中，需要将变量分别换成 
o >+ i 0 和如 - iO ; 于是（41.】7)式取如下形式： 

以 2 幻 2 

Gi< °， p) = ^T/7)Vio + ^'("p) _io = 


= _ 沿 + Vp _ 

现在从 （41. 14) 的第二个方程将广表示出来，我们 得到: 




_ ~ gS . _ 

(6>-^+iO)(<u+e-iO) 


另一 方面，按照定义则有 


(41.18) 


(41.19) 


iB m ^ F *( X =0) = ff (41.20) 

夂 （ 2 耵） 

将（ 4 !. 9) 式代人上式，在上半平面内用无限远半圆来封闭围道以实现对的 
积分，此后通过极点上的留数将积分表达出来•约去左•之后，最终我们便 
得出确定屯的等式 （39. 16). 

时，求格林函数的虚部比较复杂.为建立对变董 w 具有正确解析性质 
的函数 G (( o , p ) ，我们首先写出推迟函数 G \ o > t p ) ;它在上半平面内应当是解析 
函数，因此在（ 4 〗. 〖7 )式中把 w 换成 W + 即可得出.这个函数的 虚部： 

Im G R = —TT[£^S(W — £•) +Vp8(w + ^)]. 

待求函数 G 的虚部，可由上式并利用公式 （36. 〖4 )得出，根据 （36.14) 式， 


Im G{u) ,p) = tarih 弄 Im G R (to ,p) - 

= - ( 1 -2n p )Tr[u 2 p h(a) - e) ^^8(co + e)], 

式中 \ 是费米分布函数 （39. 〗 4)( 利用此公式，我们便可以从按系统已给的定 
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态求平均过渡到按吉布斯分布求平均）.具有这个虚部的函数 C 可写成如下形 
式： 

2 2 

G (( o y p ) =---- +---- +2 ^in [ u ： h ( o ) - e ) ~ v 2 b ( o > + ^) ], 

&>-£• +iO oj+^-iO p p p 

(41.21) 

现在我们求得函数为 

j^jr o' ^ 

F * ( a ), p ) = F * {( o , p ) l r=0 - h{(o - e ) + 5 (<w +^) ] , (41.22) 

e 

其中第一项对应于 r = 0 的函数 （41. 19) .将此表达式代入 （41.20) 式并进行积 
分，我们便回到确定 4( n 的方程 （39.15). 

方程 （41.14) ，可类似于超流玻色系统的方程 （33.7) 表示成费曼图形式.这 
时函数 G ， F 和广将用同 （33. 6) 中一样的图元素——单向和双向箭头表示出 
来. (41. 14〉式的两个方程可 写成： 



-P P -P P 


其中细箭头对应于因子(尸）是理想费米气体格林函数.人射和出 
射于顶点的波纹线分别对应于因子 igH 和.将 （41.23) 式与 <33. 7>式进 
行比较，我们看到 igB , - •这两个因子对应于自能函数和 i 毛。，也就是 
说，它们是这两个量的一级近似.应当指出，新的图元素（双向箭头和波纹线）只 
限于超流费米系统的图技术这一特 殊性； 与玻色系统情况不同，这里不出现“三 
叉”顶点.因此这里图技术比用于超流玻色系统的要简单得多，并更接近于“通 
常”的图技术. 

§42超流费米气体的温度格林函数 

在§41中曾运用通常的“时间”格林函数来确定超流费米气体的能谱.然 
而，对于解决更复杂的问题 （ 旨先是研究处于外场中系统的性质），用温度格林 
函数这一数学工具 （ A . A . A6pHKOcoB,/I. 17. FopbKOB, 1958) 就更为方便. 

温度函数和用于正常费米气体时一样，由公式 （37. 3) 定义.但温度函数 

.&和(对应于时间函数和是用类似于 （41.3) 式的公式来定 义的： 
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= ^</ n„VI u >7\ ^ m t N + 2), 

_ m i (42.1) 

之 （ t ,； r 2 ， r 2 ) = 2 (m,N + 2 I wT r ^ I m ， N) • 

m 

这两个函数的自旋依赖关系以因子与 （4】. 5) 式一样]的形式分离出 来①： 

■Kfi = = - Bob ^- (42.2) 

问样，函数，，和只与差值 T = t , - t 2 有关，并遵从关系式 （37. 6)( 取上凼 
符 号）： 

.巧 t + + ) ， (r) = - | r + y j . (42. 3) 

因此，这两个函数按 t 展开的傅里叶级数只包含奇数“频率” (37.8 a ) :么 =(2 s+l )匁1\ 
t =0 时的松原 0 算符与 t =0 时的海森伯算符 一致： 

P(r =0， r ) =^(f =0, r ). 

将函数 X •# 的定义同 F ， F + 的定义作对比，因此 求得： 

J ^{0, r ；0, r ) = B ( r ) , .# (0, r ；0, r ) = ^* ( r ). (42. 4) 

这里应把互理解为按吉布斯分布求平均（即用系统温度表达）的凝聚体波函数. 

现在我们证明，如何借助温度格林函数才能電新得出温度不等于零时的超 
流费米气体的能谱. 

像推导方程（ 4 1. 12—41. 13) —样，我们可以推导出温度函数 W ，.7和#的 
方程.其中，把对 f 求微商换成对 t 求微商，而利用异于（4】. 8 — 41.9)( 其中将 if 
换成 t ) 的方程来代替它们.像 （4 L 11) 式一样，从4个松原算符乘积的平均值中 
分解出含有粒子数改变2的跃迁矩阵元的各项.结果我们得到方程： 

It + 2 m + ^) •^( T , r ； r , , r , ) + gB.^(r , r ； r r , r ')= 

= h(r - r ') h ( r - r ') (42.5) 

( It + 2 m + ^)'^ T ' r 5 r， > r， ) - gB ' , r ； T ' , r ') = 0 
转到傅里叶分量之后，这两个方程取如下 形式： 

(K ~V P )^(L ， P) ^gB ： ^U,,p) = 1, 

(42.6) 

- + V P )-^(C,*P) - ga' ^U, y p) = 0 . 


①与（41.6>式中符 g •相同的悄况不同，定义忒中义 与/ 的符号相反是合理的.因为定义 （421) 没 
有 （41.3) 式中的因子 i . 
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交 U ，， P ) = -4^, (42.7) 

L + £ 

、歹 U ,， P ) =^T = mP ), (42.8) 

L + e 

这里又有/ +<,A (而且这个解是唯一确定的，它根本不包含函数 C 

和/^中的任何 S 函数）. 

确定能谱中存在能隙的条件，现在可以从如下等式 得出： 

= .#(r=0,r=0) =T 之 j^(O) 盖 j. 

或代人 （42.8) 式后 ，得: 


-iL^ y r _dV_ = 1 

(2tt) 3 J C+ 占 2 (p) • 

为实行对 s 求和，可用公 式①： 

y* [ (2i + 1 ) *ir 2 + a 2 ] ' 1 = ~tanh , 

a ；; •» 2 d 2 

因而得出与 （39.15) 相同的等式： 


g _ 

2 


/ 


-tanh 






(42.9) 

(42.10) 

(42.11) 
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1911 年由卡末林 • 昂内斯 （ H . Kamerlingh Onnes ) 发现的金属的超导现象乃 
是金属中电子费米液体的超流性，它类似于我们在前几节中所研究的简并费米 
气体的超流性.虽然，在许多重要方面电子液体同费米气体是本质上不同的物理 
系统，但是与能谱性质有关的主要物理因素，在两种情况下仍然是相同的，现在 
我们用定性的方式讨论这样一个 问题： 上边所研究的模型究竟有哪些特点，可以 
在多大程度上转用于金属中的电子. 

金属的一个重要特性是，其电子的能谱是各向异性的，这与我们所研究的费 
米气体具有各向同性的能谱是相反的.但是，这种情况并不妨碍库珀现象的产 
生，对于后者而言， 一个极 为重要的事实是：存在界限分明的费米面 （不 论其形 
状如何），而面上状态数密度都是有 限的. 动量相反和自旋相反的电子必须具有 


①为得出这个公式，我们写出 


(2^ + ] ) 2 ir 2 + < i 2 2 a 


[- 
= - tfo e ' 


r(2s+ I 


« - iir(2i + 1) 

1,1 +e Mt(2, . 1) *]d 


并•在积分号下对几何级数求和即可 . 
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相同的能量，即两个电子应同位于一个费米面上.这一要求，由于对时间反演的 
对称性而自然得到保证.因此可以说，由于时间的相互反演而得出的各态中的电 
子都将配成对. 

下一个问题是金属中电子相互作用的符号问题.按最简化意义可以说，这种 
相互作用是由原子间距上受屏蔽的库仑排斥作用和通过晶格的相互作用形成 
的•后一种相互作用，可描写为交换虚声子的结果，并具有吸引的性质 （ §64). 
如果这种相互作用“占优势”，金属在足够低的温度下将变成超导体. 

重要的是，通过交换声子而相互作用的仅仅是处于费米面附近 p 空间中较 
窄层内的那些 电子； 这个层的厚度 - hco ^ 并小于电子的化学势从 （ tu D 是晶体的 
德拜频率）■因此，若用弱非理想费米气体模型去描述超导性，则需要将 （39. 】9) 
式中的截断参量5理解 为①： 

s - h ( o D (43. 1 ) 

(做代替 

至于说到相互作用微弱这一假设，实际上对于一切超导体都有 

« h < o D « M . (43.2) 

但是，§39中所作的假设更 强：耦 合常数 g •是个小量，它使 （39. 19> 式中量纲为 
1的指数函数的值变大.现在这种要求可表成如下 条件： 

in ( h ( o 0 / T K ) » I . (43.3) 

这里不仅比值 hco 0 / T c 要大，而且它的对数也必须大.这个条件实际上未能得到 
很好的满足②. 

考虑到金属中的电子液体与弱非理想费米气体模型的所有实际差别，超导 
理论就变得非常复杂了.但同时发现，基于上述模型的简单理论，已经在许多方 
面对超导体的性质不仅定性地甚至定量地作出很好的描述•前面已经提到，这个 
理论是由 Bardeen ， Cooper 和 Schrieffer 建 立的； 因此，把粒子间呈现微弱吸引作 
用的费米气体模型，称作 BCS 模型. 

上面讲到的这些都属于“普通的”或“低温的”超导体.1986年贝德诺兹 （ J . 
G. Bednorz) 和穆勒 （ K_ A. Miiller 〉 发现新的一类物质——“高温超导体”.这些物 
质多数是铜、稀土金属的氧化物，可冇高的转变温度——髙于100 而费米能 
并不髙，为1 000 K 数量级.但是，对这种有趣现象现在尚未建立较完整的理论、 
甚至对超导的相互作用本质也不完全清楚. 


§44起导电流 


在电中性超流液体（液氦）中有两种运动，它们对应于超导金属中能同时流 


① 因而积分 （39. 16) 在大动貴时发散的问题躭消除了（对照丨50页1..的 注解） 

② 比值 W D / r f 大约在对 Pb 为〗0到对 A 1 和 Cd 为300的范围内变动. 
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动的两种电流.起导电流不传热也不伴有能量耗散，因而它能在热力学平衡系统 
中 产生； 正常电流与释放焦耳热有关.我们把超导电流密度和正常电流密度记为 
乂和 A; 总电流密度 乂 +A. 

只要从出现新的宏观量一凝聚体波函数 H ( f ， r ) 这一事实本身出发，不论 
什么样的特殊模型都能对超导电流性质作出许多重要论断. 

同§26节一样，我们引人函数 0( f ， r ) 的相 位少： 

/ 5( t % r ) = (44.1) 

就液氦来说，相位步梯度按 （26. 12) 式确定超流速度〃，，与此类似，在超导体情 
况下相位梯度则确定观测童——超导电流密度.由于金属是各向异性的，一般说 
来，人的方向与▽少的方向并不相同，而这两个矢童各分量之间的关系由某二阶 
张量确定.但是，为避免非原则地复杂化起见，这里我们只局限于讨论金属晶体 
的立方对称情况. 

这时，二阶张量归结为一个标量，而/和▽少之间的关系归结为简单的正比 
关系.我们把它 写成： 


1 = ^ n n ' (44.2) 

按定义，这里 e = - lei 是电子电荷， m 为电子的真实质量.这样定义的量 n‘（WL 
度的函数）称作超导 电子数 密度； 该量在这里所起的作用，类似于液氦中的超流 
分量密度.我们强调一下，〜与库珀对凝聚体密度绝不是一回事，正像液氦中 Pl 
不同于凝聚体原子密度①. 

公式 （44. 2) [同液氦的公式 （26. 】2)—样]要求在空间中相位的变化充分缓 
慢.虽然，在玻色液体情况下只要求相位在原子间距上缓变，但在这里要求条件 
明显更强了.相干长 度釭〜 知 〆 对超流费米液体起着特征线度的作用，相位 
少在这个距离（大于原子间距）上应当有小的改变②. 

如果超导体处于外磁场中 ，则义 和0之间的关系就复 杂了； 这里，我们研究 
恒定场（对时间）的情况.下面，需要对公式 （44. 2) 加以必要的修改，对此可以从 
理论的规范不变性的要求出发迸行说明. 

这一要 求是： 一切被观测的物理量，在磁场矢势作规范 变换： 

A->-A + Vx ( r ) (44.3) 


① （44.2) 式中写出的系数，在0由超流费米气体 （ BCS ) 揆型中，可使 ms 与§40中算出的貴 P , — 
致这样确定时，电流密度人应表达为人式中是超流运动速度.至于*，与相位梯度的关系，可 
用笄式 *■, = < h / 2 m ) V 中米表 込； 这里二倍质 M 2 爪 [代换 （26. 12) 武中的 m ], 是因为凝聚体由成对粒子构 
成 • 

② 应当强调•这里出现的恰好是与温度无关的恒定参釁长度以后将给出这个判据的严格论证 
(见 §51 的结 尾）. 
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时，保持不变，式中 〆 /■)是任意坐标函数.这时，少算符同波函数有相同的变换 
法则： 

^― *■ !^exp | j , 必 + —exp (- ) . (44.4) 


(44.5) 


式中 e 是用少算符描述的粒子的电荷（见第三卷（丨 11.9) 式）①•作为乘积少命 
或多的矩阵元的格林函数 C ( X ， t ) 和 FU ，； T ) 可按下式 变换： 

exp { 芒卜 ( r ) 1(，) ] }G(X,X > ), 

[^(r) +x(r') ] ^F(X,X r ). 

此时 

B^iF(X,X)~ ， exp^ x )B. 

即凝聚体波函数的相位 

少 r ). 

关系式 （44. 2) 对这样的相位变换，并非是不变的.为了达到所要求的不变 
性，此式应增加一个含磁场矢势 的项： 


(44.6) 



V0 


令) 


(44.7) 


括号中第二项的二倍电荷，表示超导体的电子是成对出现的 • 

这个表达式，足以解释超导体的主要宏观性质——将磁场排出超导体之外 
[ 迈斯纳 （ Meissner ) 效应] ②. 

我们现在研究处于弱磁场中的均勻超导体，这里假定磁场值小于破坏超导 

性的临界磁场.这个条件，消除了磁场对\值的重要影响.假设物体处于热力 

学平衡态，因此正常电流不存在了，故=«/③•现在对等式（4 4 .7)两边施行 ▽ x 

运算，并注意 ▽ ><4 =5——物体中的磁感应，我们便得到伦敦 方程： 

2 

V xj= ~ € -^B (44.8) 


① 由于在二次馕子化的哈密顿 M (7.7) 中必疼符以务 U ) 和 u) 这样一对算符的形式 出现所 
以作（ 44 . 3— 的变换时，上述哈密顿1的变换，就跟通常的 （非笄 符的）波函数这样变换时通常的哈 
密顿 置变换一样. （ 44 .3— 4 4. 4 )形式的变换，实际上在§ 19中就已经用 过了. 

② 唯象超导体电动力学，在本教程的另一卷中讲述，见第八卷第六章 • 

③ 此后，在本章内各处都做这种假设，因此 y 在这里都是超导电流密度. 
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( F . London , H . London ， 1935 ) ①. 

这是超导体特有的方程.我们再用普遍的麦克斯韦 方程： 

V (44.9) 

c 

▽ • fi =0. (44,10) 

将 (44.9) 式中的 _ /代人 (44. 8) 式，并注意由于 （44.10) 式， ▽ x(V x - Atf ， 于 
是得到超导体中的磁场 方程： 

AB=S 2 B (44.11) 

式中引人记号 

5 2 = mc 2 /4 Tre 2 n r (44.12) 

我们利用这个方程来求超导体内靠近表面处场的分布，而这个表面看作平 
面；现在选取这个平面作为 yz 面，而; t 轴指向物休内部.根据这些条件，场的分 
布只与一个坐标有关，因而由（ 44 . 10) 式我们有 dtf T / d;t =0;于是从 （44. 11) 式 
自然得出& =0. 方程 （44. 11) 现在具有 6 2 B / dx 2 = B / S 2 的形式，由此 

B ( x ) (44.13) 

式中矢量公平行于表面. 

我们看到，磁场向超导体深处按指数函数衰减，并只穿透的距离.这个 
K 度是宏观量，但小于大尺度样品的一般线度 （5 〜 UT 6 — 10 _ 5 cm ) ，因此磁场实 
际上只穿透很薄的表由层.长度 S 称作场的伦 敦穿透深度 . 应当强调，这个长度 
是一个直接可测的量，它貝.有完全确定的意义，这与参量 n , 的约定意义是不 
同的. 

但是上面所导出的结果，需要一个重要的附加条件.出发的公式 （44.7), 只 
在所有的物理量在空间作充分缓变的条件下才能适用：物理量在其间发生重大 
改变的特征距离，应当远远大于相干长度&②.就是说，在这种情况下应有 

S » ic - (44. 14) 

当然，这一要求并不影响对于从超导体中排出磁场这一事实的证明 ，因 为假 
如不排出磁场会导致逻辑上的矛盾.本来，在这种情况下磁场的变化是非常缓慢 
的，于是方程（ 44 . n ) 就会适用.但具体的方程 （44. 11 ) 以及由它得出的场的衰 
减规律（ 44 . 13)，只当遵从条件 （44. 14) 时才成立. 

在超导体中，当满足不等式5 »^ 0 时,称作伦 敦情况 ，在相反情况下当5 << 
心时，叫做 皮帕德 { Pippard ) 情况 （ 在这种情况下，磁场向超导体深处的衰减规律 


① 上述方程（4 4 .8〉婼；].凡朗道推导的 （1941). 

② 我们提18•-下.磁感应本身是按物埋无限小的体积元求平均的真实微观磁场强度，各体积元 
的尺度仅大于晶格常数. 
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将在§52中研究）.当7^八时，超导电子密度0,因此»所以在充分接 
近转变点处，总是属于伦敦情况.但当 r —0 时， s 和匕 之间的关系将依赖于金属 
的具体性质 

最后，我们还要研究表达式 （44. 7) 的一 个推论，它不依赖5和&之间的 
关系. 

从宏观超导体电动力学我们知道，如果磁通量通过超导圆环的孔道，则这种 
通量在物体状态作任意变化（而不破坏它的超导性）时，始终是不 变的； 这时假 
定，超导圆环是大尺度的，它的直径和厚度大于相干长度和场的穿透深度.现在 
证明，“冻”在圆环的孔道里磁通量值，只能是某-•基本“通量量子”的整数倍 
( F . London , 1954). 

在物体深处（超出场的穿透范围）电流密度7 = 0;但矢势不为零——只是它 
的旋度即磁感应强度等于零.我们选取 任一闭合 ㈣ 路 它包围 [ Ml 环的孔道并 
在远离物体表面的地方通过物体的 内部； 这样选取，可保证遵从公式 （44. 7) 的 
适用条件——相位少和势 A 在空间的变化充分 缓慢. 矢量 A 沿回路 C 的环流 
与通过回路平面的磁感应通量（即通过圆环孔道的通量 +) 相等： 

^ A • d / = j ( V xA ) . d /= J B . df =( f ). 

另一方面，使表达式 （ 44 .7) 等于零，并把它沿凹路进行积分，我们得到： 

手 A • d / = ^ ^ V « d / = ^8< P . 

式中50是环绕回路时波函数相位的改变.但由于要求这个函数具有单值性，因 
而相位的改变只能是 2 tt 的整数倍.所以我们得出如下 结果： 

= n < f > 0 » 伞 0 =2 x 10 7 Gs . cm 2 (高斯.厘米 2 ). <44. 15 ) 

式中 n 是整数 . 值是基 本磁通 量子 . 

磁通量的量子化也有另外一方面的 涵义： 它将导致总电流^/发生离散值，而 
•/在无外场时可以流过超导环.事实上，电流产生通过圆环孔道的磁通童，其 
值等于 ZJ / c , 这里 △是自 感系数•使这个通量等于便求得电流的可能值： 

J = c - r n = i 7 fi : n - ( 44 . 16 ) 

与磁通量子相反，“总电流量子”同自感 L 一起依赖于圆环的形状和大小. 

习 题 

试求磁场中半径为 R « s 的超导小球在伦敦情况下的磁矩. 


①例如，在周期系的过渡族纯金厲及某些中_金厲化合物中，在整个温度范围内都发生伦敦情况. 
在非过渡族纯金厲中，远离广时发生皮帕德情况. 
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解：当 /?<<5时，可以认为球内磁场是恒定的，并等于外场公•如果选取矢 
势为 A =1/2公 X /•，则可简单取 

j = - ( n t e 2 /mc)A , 

[ 即取 （44. 7) 式中的 0=0] ;这时，在球表面上电流正常成分的消失 （《 -7=0) 
的边界条件自然得到满足.磁矩可按如下积分 算出： 

rxjdV , 

沿球的体积求积分后，便 得： 


§45金兹堡-朗道方程 

描述磁场中超导体行为的完整理论，是非常复杂的.但是在相变点附近的温 
度范围内，情况就大大简化了.这里，有可能建立不仅适用于弱磁场也适用于强 
磁场的比较简单的方程组①. 

在朗道第二级相变的一般理论中，“非对称”相与“对称”相的区别是用序参 
数描述的•此参数在相变点变为零（见第五卷§ M 2) .对于超导相来说，序参数 
ft 然就是凝聚体波函数三.从原则1:看，为避免不必要的复杂化，我们把金属晶 
体宥作是立方对 称的； 在§ 44 中曾经指出，在这种情况下超导态是用标量 
——超导电子密度来描述的.对于这种情况，选择与 H 成比例的量作为序参 
数吏为方便，我们把这个量记为少，并遵从归一化条件4 I 2 =«/2.少这个量的 
相位与函数 H 的相位 相同： 



超导电流密度 （44.2) ，用0表达时可写成如下 形式： 

J, = — I 1 2 V <t> - ▽ 少一少 ▽ 少 •）. （ 45.2) 

ni Zm 

该理论的出发 点是： 把超导体自由能表达成函数 ( A ( r ) 的泛函.根据朗道理论的 
—般原理，将自由能密度在相变点附近按微小的序参数0及其对坐标微商的幂 
展开，便可得到这个表达式•下面我们萏先研究无磁场情况下的超导体. 

序参数呤就其本身的意义来说，是与格林函数 F ( X y X )^ - iHU ) 成比例 

的量，它不是单值函 数：因 为函数 FU , J ) 是由两个少算符构成的，所以任意改 

①下边所叙述的理沦，魇于金兹堡 （ B .； l . rMHWypr } 和/1.凡朗道1950年的工作•绝妙的是，这个理 
论在超导性微观 理沦出 现以前 就己经 ffl 唯象方法建立起来了. 
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变这两个算符的相位，如士 — 都将使函数 F 的相位改变 a . 当然，物理量 
不应当依赖于这种任意性，也就是说，它们对于复序参数的变换少—少 e ' a , 应当 
是不变的.有这一耍求，就消除了自由能展开式中少的奇次方项. 

这个展开式的具体形式，是按照第二级相变普遍理论（见第五卷 §146) 中 
的同样理由建立起来的.这里不再重复这些讨论，我们直接写岀超导体总自由能 
的如下展开式 

F = F n + J + al ^ l 2 + yl ^ l 4 jdK , (45.3) 

其中广 是处于正常态（即 少 =0 时）的自 由能； 6是只与物质密度有关（而与温 
度无关）的正 系数; a 值与温度的关系有如下 规律： 

a = (T - TJa, (45.4) 

并在相变点变 成零； 根据超导相对应于 T < 7\. 的范围，所以系数 a >0;(45.3) 式 
中 I ▽沙 I 2 的系数是这样选定的 ：使电 流具有表达式 （45. 2) 的形式（见下面）②. 
在 （45.3) 式中只出现0的一阶微商，这与少在空间作充分缓变的假设有关. 

对于均匀超导体来说，在无外场的情况下，参数少与坐标无关.这时，表达 
式 (45.3) 町化为 

F ~ F n +aV\tj /\ 2 . (45.5) 

当 T < T s 时，1少1 2 的平衡值决定于此表达式最小值的 条件： 

I 屮 I 2 = = y ( m ， （45.6) 

即与温度有关的超导电子密度在相变点按线性规律变成零. 

将（ 4 5. 6) 式的值代回 （45. 5) 式，我们便求得超导态和正常态自由能 的差： 

-yf b (T K -T) 2 . (45.7) 

将此式对温度求微商，从而求得熵差，然后又可求出在相变点的热容蛋的跃 
变③： 


① 我们只 提醒一 下，这电写出的梯度项的形式与假定晶体具有立方对称性 有关. 在较低对称性的 
情况下，这一项就会有更一般的由微商扣，构成的.二次形式. 

② 这种选择（其中包括视 / n 为电 _ T - 的真实质 S ). 当然没有什么深刻意义，其约定性 *5(44. 2) 式中 
定义的情 形是一 样的. 

③ 将 Mr =p,/2m 的公式 （45.6) 和热容 艳跃变 公式 （45.8) 与 BCS 模型中相同居的公式 <40. 16) 
和（ 4 0.11〉作对比.便丐以求出这个揆型中的系数 0 和 /,(n. n . rypbKOB .1959) : 

ci=6tt j r f /7f(3 ) m =7.04x b = aT c /n. 

这里利用 r 粒子数密度 n = 〆 /^ 及化学势 〆 当 r = o 时） 与理想弋体边界动世的 关系： 

n =pI/3-jt } h 1 . ft. = pf/2m. 
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C ， C n =V 手. (45.8) 

在相变点附近，差式 （45. 7) 乃是自由能的小附加量.根据小附加量定理（第五卷 
§15)( 表达成温度和压强的函数以代替温度和体积的函数）给出热力学势的差 
穴-伞 n .另一方面，根据超导体热力学的一般公式[见第八卷 （55. 7) 式]，这个 
差与- VHl /^ 的值相同，其中 K 是破坏超导性的临界场.因此，我们求得在相 
变点附近临界场的温度依赖关系的如下规律®: 

(¥广 = (¥) 12(7>n . (45-9) 

在有磁场的情况下，自由能表达式 （45. 3) 应当在两个方面加以改变.第一， 
需要给被积式增加一项磁场能密度(这里 B = V xA 是物体中的磁感应 
强度）.第二，需要改变梯度项，以满足规范不变性的耍求.在上一节里曾经证明， 
这个条件将使凝聚体波函数的相位梯度▽少必须代之以差 ▽ 0 - (2 e / l / Ac ) •在 
此，是指需要作如下 代换： 

. 0 \p 

V ^ V 0-^W tp - —Ai)/, 

he 

因此，我们得出如下的基本表 达式： 

F=F ，f ih + h\ (▽ 令卜「 +<1| 々 12+ 1 1 〆 卜 . 

(45.10) 

(厂 》 o 是无磁场时处于正常态的物体的自由能）.应当强调，这个表达式中的系数 
2 ie / fec 不再有任意性（与 t 边指出的系数 h 2 /4 m 的选择具有约定性不同）.式中 
的二倍电子电荷是库珀对效应的结果 （；!. IT. rop b KOB ，1959) ; 当然，这个系数不 
可能用纯唯象方法确定出来. 

现在，为寻求用以确定超导体中波函数0和磁场分布的微分方程，我们取 
作为三个独立函数:必， 〆 和4的泛函的自由能极小值. 

复量少是两个实量的 集合； 因此，在取变分时需要把少和少•看作独立函 
数.将积分对 〆 取变分，并把（▽屮 -2 iM / k)V •项的积分作变换后进行分 
部积分，我们 得到： 


① 在 BCS 模型中： 

tK = 2.44( mp F / A J ) 1/2 ( 7 r - D ，当 r —7； 时； 
我们再得出这个模型中的 T = 0 时的 值： 

H r =0. 997 \( mp F / H 3 ) l/2 . 

[使 （ 4 0. 9 > 式的能最差等于~ VW e 2 /8 ir 即得到此值]. 
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5 F = | -^― ip + aip + b\il/\ 2 tf/ hif/ ' dV + 


he 

2 ie 


Ami (▽必士少卜 • .# 


(45.11) 


第二个积分是沿物体表面取的.令 SF = 0, 对于任意的 8(^ ，作为体积积分等于 
零的条件，我们得到如下 方程： 

^ | - V - ^-A j if/+ail/+b\i//\ 2 tl/-0 (45.12) 

(再把积分对少取变分时，将得到它的复共轭方程，就是说给不出任何新的结 
果）. 


同样地，把积分对4取变分可得到麦克斯韦 方程： 

4 tt . 


V xJ? = 


其中电流密度由下式 给出： 

. \eh 

户 — & 


9 2 

(j/r' V j/r V ) ~ — \^f\ 2 A. 


(45. 13) 


(45.14) 


此式与 （ 4 4_ 7) 式是一致的（我们写出 y 以代替人，因为在热力学平衡时不存在正 
常电流）.应当注意，由 < 4 5. 13) 式得出连续性方程 ▽ • j =0;考虑到方程 
(45. 12) ,直接微分 （45. 14) 式也可以得出这个方程. 

方程 （45. 12— 45. 14〉组成了完整的金 兹堡-朗道方程组. 

这些方程的边界条件， Pi 根据变分 SF 中沿物体表面的积分等于零的条件 
得出.因此，由 （45. i 1 ) 式便得到边界 条件： 

n • I - \H V if / - j =0, (45. 15) 

式中 /! 是物体表面的法向矢量.应注意，由于这个条件 ，（45. 14) 式的电流法向 
分量当然也应当变 为零: rt -y =0®. 


①在 （45. 〖5)式的边界条忡下,少本身并不变成零.看来对于物体边界上的波函数来说，当然应该 
如此.这种情况与下述原因.有关 •• 实际上只在距表面为原子尺度的距离1：才变 到零； 其实，这样的距离 
在金兹堡-朗道理沦中是宥作可以忽略的小量. （ 洋见 P . C •德让<金域与合金的超导性>•俄文 版为取 
yKcH . C»epxnpoBOAHMOCTb MexannoB h cn / iaaoB . - m , : Mnp , 1968 , c . 230 - 232.) 

这电导出的条件 （ 4 5. 15) ，实质上适用于超导体与真苧的边界•此条件对于超导体与电介质的边界仍 
然有效.但对于不 问金属 （其中，一个是超导金厲，另一个是正常金厲）之间的分界 面娃不 适用的——在这 
个条件中没有考虑超导电子对 iH 常金厲的局部穿透效应.在这种情况下 ， M 5. 〗5)式需要换成与》. 7 =0 
相容的具有更一般形式的 糸件： 


n . ( -ihV J =+■ (45. 15 a ) 

式中 A 是实常数（具有 iC 度&纲 h { U 是对这个常数的估计，则要求更洋细的微观的探讨. 
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至于场的边界条件，则根据方程 （45. 13)，并考虑在整个空间（一直到物体 
表面为止）电流密度_/的有限性，可得出磁感应强度切向分量孕具有连续性.再 
从方程 

▽ U 

得出磁感应强度法向 分最圪 的连续性.换言之，边界条件要求整个矢量5是连 
续的. 

在弱磁场中可以忽略磁场对 4 I 2 的影响，并认为 （45.6) 式的 I 少 I 2 在物体 
各点等于常数值.于是把(45_ 14) 式代人 （45. 13) 式（随后对方程两边施行 ▽ x 
运算）便得到伦敦方程 （44. 11)，其中穿透深度 • 

, mc 2 b 1 1/2 mc 2 b 

5 = i 8 -^T^J = [ 8 w^TnJ - (45 - I6) 

除此长度之外，金兹堡-朗道方程还包含一个特征长度 ：无磁 场时序参数必 
的涨落关联 半径； 我们把它记为 f ( r ) •根据已知的涨落理论公式（见第五卷 
§ M 6), 此半径可用肖由能 （45. 3) 中的系数表达 出来： 


《⑺ = 2^lair = 2(ma)-(r -n- ⑷.⑺ 

金兹堡-朗道方稈所描写的序参数6和磁场发生重要变化的距离，其数量 
级由特征长度 （45. 16-45. 17) 确定.这时，一般来说5是磁场的特征长度，而 
D 是* A 分布的特征长度.这两个氏度应当远远大于“束缚对尺度以满足 
所有物理量在空间作充分缓变的假设.因为当按 （ 7； - 70_ |/2 的规律趋于相变点 
时这两个长度增大，所以在相变点附近，一般地说这个条件可被满足（见下文）. 

在所讨论的理论中，金兹堡-朗道参数起着重要作用，它定义为上述两个长 
度之比、是与温度无关的 常数： 


S ( T ) _ mcb U2 
亡⑺ ~ (2Tr) l/2 le\h 


(45.18) 


按数量级来说， zc ~ S 。/ 心，这里心是相干长度 （39. 21) ，& 为绝对零度时伦敦穿 
透 深度. 同时我们还指出，公式 


K =2^2- € ~ H t { T )8 1 { T ) (45.19) 

是借助 （45. 9) 和 （45. 16) 式得出的， k 是直接通过观测童表达的. 

各方程的形式已经建立，我们现在来讨论它们的适用范围. 

从低温方面来看，方程的适用范围无论如何要受条件八 - T « T c 的限制， 
这也是把序参数视为小量的条件，因而是把自由能进行全部展开的基础.这个条 
件保址了遵从>(、等式 f ( r ) >>心，但在参数 K 值小的超导体而又遵守不等式 
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S ( T ) »匕的情况下，条件是比较苛刻 些①; 在这些情况下，从不等式可 
得到如下 条件： 

- T « k 2 T c . (45.20) 

从 7’— 7\ 方面来看，方程的适用性只受朗道的相变理论一般适用条件的限 
制，这个条件与序参数涨落的增大有关.然而，此时这个条件是非常弱的.实际 
上，用展开式 （45. 3〉的系数可以把条件表达成如下不 等式： 

„ b 2 T ] 

r v - r » —— 

a( h /m ) 3 

( 见第五卷 （ M 6. 15)) .例如，借助 BCS 模型中的6和 a 值估算不等式右边的表 
达式 ，得： _ 

(T c ~r)/T c »(T c /^)\ (45.21) 

由于比值 1( T 3 — HT 4 非常小，可以认为实际上一直到相变点都满足这个 
条件•而超导相和正常相之间的第二级相变的涨落区实际上是不存在的. 


习 题 


有厚度为 d «^ S 的平面膜，求平行于平面膜并可使超导性遭到破坏的磁 
场的临界值 （ B . JI ■金兹堡，;朗道 ，1950) ②. 

解： 我们选取膜的中间平面作为 w 面，其中 I 轴沿磁场方向 .在场 
(沿垂直膜的 y 轴变化）的方程（ 4 5. 13} 中，可以认为屮=常数.于是电流表达式 
(45.14) 中的第一项消去了，因而对 （45. 13) 式施行 ▽ x 运算便得到方程 
，其中 0 ,(//l = UI /6, 这个方程对 ）• 的对 称解： 


B{y) 


cosh ( y 6/8 ) 〜 （ 
cosh ( d 0/2 S ) ’ 


Iff 2 


(幻是外 场）. 这个场对应于电流的分布 




c$ 2 (q 


但方程 （ 4 5. 12) 中，少对 y 的依赖关系不能完全忽略，因为小的微商 d 2 少 / dy 2 
在这里实际上要乘以 ft/m I a I ~ f ， 因而具有大的因子(由于条件 d << 
亡）； 此时在这个方程中却可以忽略势4 = > l _( y )， 因为它将导致小量 d / f 的更高 
次项.为了避免研究 少对 y 的依赖关系，我们把方程 （45. 12) 对膜的厚度求平 
均；这时对 y 的微商由于膜表面上的边界条件 a 少 / ay 二0而消失了.再 注意： 


① 作为例子，我们引用几个纯金调的 K 值： A 1 — 0.01 , Sn —0.13, Hg —0. l 6 ，Ph — 0.23. 

② 关于小 球的同样问题，见 §47. 
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dz \ I el /i l(/f I / 

因为函数的相位与2有关 （以 及少的梯度与电流的联系），所以用 e / r 约简后 
得： 


4 e 2 1 if / I 


7 - Ifl I b\tl/\ 2 = 0. 


4/： 


,, AW 

dn } r ~3(8 Tr ) 2 5 4 ' 


再利用表达式 （45. 9) 和 （45. 16)， 便得到方程 




此式确定了磁场中膜的 中值坤 为零时的场值，就是膜的临界场值 W {.它与大尺 
度超导体的临界场 A 的关系有如下 等式： 

H [ = / 2 AH v d / d . 

在我们所研究的条件下，磁场破坏超导性是借助于第二级相变，因为随公 
连续增大时少就变成零.这是完全自然的，因为 d <<«5 时磁场实际上会穿透超导 
膜，所以不存在发生第一级相变的原因，而这第一级相变恰恰是场突然穿透物体 
时发生的. 


§46超导相与正常相边界上的表面张力 

金兹堡-朗道方程还可以用来计算同一金属样品中的超导 （S) 相和正常 
(W 相边界上的表面张力 （B. 71•金兹堡，;].几朗道， 1950), 将表面张力与描述物 
质体积性质的量联系起来.应注意，这种边界存在于磁场中处于所谓中间态的金 
属样品之中，因为两相的一切区别归结 为：其 中一相少#0,而另 一相少 =0,所以 
它们之间的转变是在茉•一层内连续完成的，囚而可用金兹堡-朗道方程描述，方 
程的边界条件只适于这个层两边的大距离上. 

我们现在来研究金属的 n 相和 s 相之间的平面分界囱.选取这个界面作为 
F 面，使; c 轴指向 s 相的深处；因而两相中所有物理量的分布只与坐标;^有关. 
场的矢势的选取仍然是非单值的，使它遵从 A =0这一 规范； 在我们所研究 
的情况下，这是 cM/dx=0, 由此看来，可取圮=0.根据对称的理由，显然矢量 A 
处处都位于同一个平 面内； 令此面为 v 平面，所以于是磁感应强度矢量 
位于^平面内，而且 

B = B ,^ A ' (46.1) 

(撇号表示对 * •的微商）. 
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其次，我们把方程 （45.13) 重新写成宏观电动力学中通常的形 S:V xH = O t 
这里是按照 

H - B - 4 ttM , c V x A / = y 

引人场强 W 的①.此时，由此方程可得出"=常量.远离分界面，在正常相的深处 
磁感应强度与场强相等，而且正好等于临 界值 ： B = H = 1( 忽略正常相的磁化 
率）.所以在整个空间将有 H ^ H S ^ H C . 

我们忽略在超导相变时物质密度的变化，因而认为物体内部密度（以及温 
度）都是常数®•我们用/记作单位体积的自由能（以区别于整个物体的自由能 
/0.在恒定的温度和密度的情况下，并且忽略表面效应时，微分 


d f = ^ dB 


(46.2) 

(见第八卷 §31) •由此可见，如果附加一个 要求： 不变，则在这些条件下也将 
得出 

; , H • B 


47T 


(46.3) 


是不变的.所以对积分/ = jVdK (来自/的可变部分）的全部贡献，仅仅决定于 

分界面的存在•现在认为这个贡献属于单位面积界面，因此我们便能算出用积分 
表达的表面张力 系数： 

= [ (/ -/,) 心， (46.4) 

式中常数是远离分界面（例如在正常相深处）的/值. 

对于正常相来说，0由能/, =/ n 。 +方 2 /8 tt =/ n 。+</8 tt ， 因此 


/. 


H 2 


H ： 


Zfn ~4^ =fn< ， _8ir 


: fnO - 




[在最后的等式中，巳考虑到 （45.9) 式].但任何点上的 / 值都是用自由能密度 
表达出来的 ，如： 

H B 


/ =/- 


4tt 


现在利用公式 （45. 10) ，我们求得表面张力的如下 公式： 


① 为了避免误解起见，应注意在第八卷§53屮关于不适宜把物理 ft «引用到超异体电动力学中 
的注祥.在超导体电动力学屮，把磁场的穿透 范围宥 怍是尤限薄的•而金兹甩-朗道方稈正好适应于这个 
范闱的结构. 

② 严格地 说：相 平衡时，沿整个系统内部化学势（而不是密度）处处为常数.因此考虑密度的变化 
时•需要研究的并不是 G 由能，而是热力学势 Z 2. 
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8tt 2 m 


JhB 


I 2 ) 

S 卜. 


(46.5) 


果然，不论是在正常相的深处 （x— - »〉（此处少 =0，fi= 坟），或是在超导相的 
深处 U— «> )( 此处 IW 2 = 被积式都变成零. 

应当注意，在（46.5)式的被积式中，由于弋=0,4^必这一项消失了.从 
( 4 5. 12) 式中消失同样的项，因此剩下的是具有实系数的 方程; 所以这个方程的 
解可以选为实的，在下文中就将这样做.因此在电流密度表达式 （45. 14) 中，消 
掉了第一项，而保留 


(46.6) 


此外，我们引人几个 童纲为 1的量來代替变量 x 和函数4“），少（幻 ： 


欠 = 7 ， ㈣ N U\’ -~H r S' ^~dx~H ： 、〜 

在这一节里，以下我们只运用这些量，为简单起见，略去这些字母上的横线.方程 
(45. 12) 用这种变量表达时，取如下 形式： 

= l<2 [ (y ~ 1 )^ • (46.8) 

方程（ 4 5. 13) 结合（ 4 6.6)式中的_/，便得出 

，=# 2 . (46.9) 

我们所研究的问题中这些方程的边界条件（对应于 X-*- - 00和 X— +00时的 n. 
相和 s 相） 为： 

必= 0， B = A f = I , 当太 =_ oo 时； 

tp = i , / T =0, 当 x = oo 时. （46.10) 

不难检验，方程 （ 4 6.8— 46 .9) 都具有初 积分： 

2 ac _V， 2 + (2— 4 2 )少 2 - 〆 十=常数=1， (46.11) 

式中常数值根据边界条件确定①. 

最后，（ 4 6_5)式取如下 形式： 

8 // 2 » ry 

J 7 中 ’ 2 + (/4 2 -2)0 2 + 〆 + (/T - 1 ) 2 da:= 

[吾〆卜 （46.12) 


B 土 A 

dx H. 


(46.7) 


(46. 10) 


①山条件 （ 4 6. 10) Pi 然将 Slj : 当: t —* « 时.同样 〆 =0 •而由这些条件和方程 （46.9) 则得.当 
时， / T =0 和4=0[确定的值 .4( » >是由于选取实必的结果]. 
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[变为第二个等式时，利用了由 （46. 11〉式表达的 V 这一项]. 

我们进而研究上述的几个方程.首先考査 K << 1的情况（通常适用于超导 
纯金属）.这个不等式 表示: <5( r ) ccGD , 也就是说，磁场明显变化的距离小于 
函数少 U ) 变化的特征距离. 

在图6中，概括地表示出场和少在这种情况下的分布图.在场很强的区域 
内4=0,然后场急剧地减弱，而函数必 U ) 开始在 x 的距离内向无磁场的 

方向缓慢改变.在 （46. 11) 式中，取>1 =0,我们求得方程 


此方程应当在: * =0处少=0的条件下有解 ，; f =0点是在场减弱区 



图6 


域内某处选取的.这个解是 


(}/ = tanh ( kx/^/2 ). 

用这个函数（并且 4=0) 算出 （46. 12) 式的积分 ，得: 

W 2 5 H ： 1.95 



3V2TTK~8tr K 


(46. 13) 

(46. 14) 


此值误差的产生是由于忽略 f 场减弱区域对积分的贡献•为 f 估计这个区 
域的宽度我们 指出； 一方面，根据方程 （46.9) ~^ 2 .另 一方面 ，公式 
(46. 13〉按其数量级来看，在 x 〜5,的区域边界上也仍然成立，因而少 〜 kS ,. 从 
这两个关系式我们求得 A 〜 k ~ i /2 . 而这个区域对表面张力的贡 献是〜 

即小于 （ 4 6. I 4 )式的值，它们的比 仅为〜 k i /2 [因此 （46. 14) 式的精度是不 
高的]. 


当参数 k 增大时，表面张力系数经过零而变成负值.这一点从下述事实便看 


①应当强调，这个宽度不同于场从真?^到超导沐的穿透深度！从真空进到超导体时，在场的穿透 
区域内少~1,当从《相穿透时，场在小必 K 域内滅弱. 
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得出 来：当 K 值足够大时，在任何情况下都存在不等式<0.事实上，在这个问 
题中函数 0 U ) 变化的特征距离不可能小于 M 幻变化的距离，因为4变化本身 
就导致必的 变化； 所以当^较大时 （46, 12) 式中积分号下的 W 项可以忽略 
不计，但由于0<氺< 1( 即在通常的单位中，0 <5 <坟），所以被积式是负的•现 
在我们证明，当 

/c = 1//2 (46. 15) 

吋， 《 n ，将变为零. 

为此，我们把的表达式改写成如下 形式： 

a ns = j [ (/ l * - 1 ) 2 - ip A ]dx (46. 16) 

[此式得自 （46. 12) 式的初积分，其中利用 〆 2 项的分部积分并随之代入 （46.8) 
式的 《 T ] .假如被积式恒等于零，即如果 

A ' =-屮 2 ， (46. 17) 

则积分显然变成零（此等式中取相反符号是不可能的，因为场 S = A ' 随 x 的增大 
应当减小）.由 （46. 17) 和 （46.9) 两式消去少，求得方程 

A "= A ( l - A ') , (46. 18) 

此方程的解（在时 = 1 及 x = oo 时4=0的边界条件下）确定了场的分 
布；因为冇（ 4 6_ 17) 式，于是少的边界条件 （46. 10) 自然得到满足.实际上不求解 
方程 （46. 18) 便足以证 明：当 k 2 = 1/2时，还未被利用的方程 （46. 8) 或其初积分 
(46. U )， jq 然也被满足•把（ 4 6. 17) 式代人 （46. 9) 式,得到 〆 = -~ r /2; 这个 〆 
值连同 （46. 17) 中的 / T 事实上恒满足 k 2 = 1/2时的等式 （46. ). 

习 题 

对于参数 h :« 1 的超导体，试求弱磁场中场对穿透深度的一级修正. 

解：我 们选取超导体表面为 yz 面，其中 2 轴沿外场公的方向，并使; t 轴指向 
物体的内部，场和屮在超导体中的分布由方程 （46. 8 — 46. 9) 确定，现在需要求 
解边界条件为 

ip ' = 0 , B - A ' = ^,当； t =0 时； 
ip ' - [ , -4=0, 当 x = ® 时 

的方程 （46. 8— 46. 9〉[其中第一个边界条件就是条件 （45. 15)]. 我们来寻求如 
下形式 的解： 

^ = 1 + ^, ( x ) , A - -幻 e _T +4,(^) , 

式中也，/ I ,是 k =0 时解的小修正，这个解对应于场按伦敦规律 （44. 13) 的衰 
减. 对于修正量也，我们有方程 
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• P '\ + yK 2 ^ 2 e" 2x , 

考虑到边界条件，因而 

中、 =~ K 2 ^> 2 e - lx -- l — K ^ 2 e -^ ( i ) 

8 4v2 

现在我们写出关于 >1, 的方程： 

对于式中的也，只需把 K 一次方的 （1) 式第二项代入上式便可.考虑到边界条件 
(A\ =0,当 *=0 时）并且在此可以忽略系数中 k 的高次项，我们求得 

A , = ~ y ^ 3 [(1 +k 及） e ” (2) 

因而求出了场对超导体深度方向的衰减规律的修正.我们引入有效穿透深度 
5 pff ，根据定义， 


狄 f f = f B ( x ) dx = ~/4(0) =$-/!,(0). 
J 0 

恢复到通常的单位时，由 （2) 式 可得： 
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§47两类超导体 

表面张力的符号，对超导体的性质有重要影响.据此，把所有超导体分为 
两类： >0的为第一类超导体， a 。, <0的为第二类超 导体. 因为 《 n ，的符号决定 
于金兹堡-朗道参数 K 的值，所以第一类对应于（在 r 附近） K <1/ W 的值，而 
第二类对应于 K > 1/ VT 的值 0). 

我们现在研究大尺度圆柱形超导体于纵向外磁场公中的情况.如果属于第 
—类超导体，则当场增强并达到临界值 A 时，它将经受第一级相变.这时表面张 
力的作用（同一切第一级相变时一样），仅在于阻碍新相的首批晶核的形成，因 
而也就可能在场稍许超过圮时保持亚稳的 S 相. 

如果属于第二类超导体，那么在场 达到^ 值之前，在热力学上就有利于产 
生 n 相的“掺 杂”； 并且体积能的增大将被所产生的晶核的负表面能抵消.习惯 
上把能使这两种能貴相消的场的下限值记为 A ,， 并称作下临界场.同样，在大 
外场的情况下，从正常态金属开始，我们将得到称作上临界场的某个值 // p2 > 


①超导纯 金属元素域于 第-类超导体 •超 导合金以及§43讲到的岛温超导体属于第二类超导体. 
乂于在合金中/<>1/及的假设，娃； l . fl . 朗道苜先提出来的. 
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圮，小于这个值，在热力学 h 有利于 s 相“掺杂”的产生，这又是依靠负边界能量 
的优势.因此，在场的某个区间 // el <岛 <// e2 内，可以说超导体处于混合态①.处 
于这种状态的超导体，其性质逐渐由 // u 时的纯超导性变到义 2 时的纯正常传导 
性； 同时，发生磁场对超导体的逐渐穿透.心值仅取决于 n 相和 . s 相体积能之间 
的对比关系，而此值本身在这里没有什么值得重视的. 

当然，两个临界场与温度有关，并当 T = T r 时它们都变为零.由此可得出图 
7中所画的第二类超导体的相图（图中的虚曲线见下面）. 

在金兹堡-朗道理论范围内，即使没有预先查明混合态结构的性质，也可以 
确定出上临界场•这一点，通过下列问题便足以看得出来，当磁场稍小于 A . 2 时^ 
相的晶核只能具有小的序参数少值 （ 显然，当幻 — '. 2 时，必 —0) •因此这些晶核 
的状态可以用少的线性化的金兹堡-朗道方程来描述.略去 （45. 12) 式中的非 
线性项，我们得到 方程： 

1 ^ 2 

—^ - ifi V - ~^A j if ； - \a\^/ , (47.1) 

并 J1 可以将 4 理解为 (/r =0 时均匀场公的矢势，这时物体处在正常态，外场对它 
完全穿透. 

但是 （4*7.1) 式，就其本身的形式来看，只不过是磁场中质量为2〜电荷为 
2 e 的粒子的薛定谔方程，其中 UI 起着能级的作用；这两个问题的边界条件也是 
相同 的：无 穷远处 > =0. 我们知道（见第三卷 §112) ，在均匀磁场中运动粒子能 
量的最小值是 E 0 = fUo H /2, 这里 =2| e | 岛 /2 mc (从此值起能谱是连续的）.由 
两个问题之间具有的相似性得出 ：方程 （47.1) 所描述的 5 相的晶核，只有当 


时才能存在，因此临界场 = 2 m C | a l /| e | fc . 借助于表达式 （45.9)，（45. 17) 和 
(45. 18), 此公式可以写成 

^ c2 = v ^ k// c (47.2) 

( A . A . A 6 phkocob ,1952). 

无穷远处的边界条件为少=0的方程 （47. 1)，它的解对应于在远离样品表 
面的深处形成 s 相晶 核. 我们指出，表面的存在有助于晶核形成，因此甚至在 
岛> H C 2 的情况下也能在薄表面层内产生晶核 （ D . Saint - James , P . G . De Gennes , 
1963). 

描述物体表面（视为平面）附近 5 相晶核的方程 （47. 丨）的解，在物体表面上 
应满足边界条件邮/扣 =0( 即炎=0时的条件（ 4 5. 15 )] ，这里 x 是沿表面法线 


①勿把混合态同在样品和外磁场的一定配置下产生的第一类超导体的中间态混为一谈！ 
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图7 图8 

方向的坐标•为了建立所要的量子力学类比，我们提醒一下 ：上边 所利用的粒子 
在均匀磁场中的运动问题，同样等价于粒子一维抛物线势阱 

U = 宇 ( x ~ x >,) 2 

中的运动问题，式中％是对应于“轨道中心”的常数（见第三卷§ 112) .我们现 
在来研究一个双势阱，它是由对^=0平面（图 8) 对称分布的两条相同的抛物线 
势阱构成的•在这种场中，对应于基态粒子的波函数没有零值而且是$的 
偶 函数； 这种函数自然满足 X =0时 f =0的条件.此时，双势阱中粒子的基态能 
级位于单势阱中的基态能级以 下①; 转到关于晶核问题时，由此也可证明上述在 
表面附近容易形成晶核的论断. 

对双势阱中的能级进行数值计算，得出的结 果是： 能级的最小值（决定于参 
数〜） 为 0.59&. 重复导致公式（ 4 7.2)的讨论，我们得出产生 5 相表面晶核的场 
的上限值位于 =// c 2 /0.59 附近，即 

1=1.1 =2. 4 kH c . (47.3) 

因此 ，在义 2 和义 3 之间的场区域内将出现表面超导 现象； 这个区域的边界 
如图7中的虚线所示.正常相表面附近超导层的厚度具有 y r ) 的数量级.根据 
同样的量子力学类比不难得出上述估计，因为势阱中（在能级上）粒子的波 
函数集中在区域内，把 E 。 换成即可得出相应的晶核尺寸，根据 


①这 一 点与*<0的半空间内的势能低于单势阱（图8中的虚线）内的势能存关.例如，参考第三卷 
§50的习题 3. 



§48 混合态的结构 


. 183 • 


(45. 17)式，它与^(7')是相同的. 

上边所说的都是关于第二类超导体的.但是这样引人的临界场 〜和1， 
对第一类超导体也具有确定的物理意义. 

如果位于 \/办 =0.71 > K > 0. 59/^2 =0.42 区域内，则 < 义，但 
虽然在这种情况下并不产生混合相，但在义和 // B3 之间的场区间内却 
存在表面超导性. 

最后，按得山结论的意义来看，当 / c 为任何值时， （47.2) 式的//。 2 的值都将 
确定场的上限，而在这个场中可以形成0值为任意小的 s 相晶核.因此，在场 
洽中的第一类超导体内（其中/^ 2 <圮），在热力学上不利的正常相是完全 
不稳定的.但在 H c2 <^< H r 区间内，正常相可以作为亚稳态而存 在：在 这个场 
区间内，从《相到 s 相的第一级相变，只能借助于少为有限值的 s 相晶核的产 
生，但晶核的产生受到两相界面上的正表面张力的阻碍 （ B .7 I . 金兹堡，！ 956). 

习 题 

试求半径为 R «5的超导小球的临界场 （ B . 71. 金兹堡 ，1958). 

解： 同薄膜中的情况一样——（见§45的习题），此时发生超导性的破坏，是 
由于第二级相变.我们所求的小球的临界场是这样的场 值：低 于它， n 相便失去 
稳定性而形成 s 相晶核像正文中所说的一样，这归结于寻求薛定谔方程 （47. 1 ) 
的最小本征值.在<<5的条件下，这个本征值可以借助于关于外场的微扰论 
求出，此时无微扰波函数0 =常数（晶核占据整个小球体积）.于是本征值单纯 
就由微扰算符 （ 2 eA/c ) 2 / Am 的平均值来确定 [当於 =常数时，算符 
( ieh / ntc)(A - ▽) 的平均值等于零]•这时，均匀场的矢势应当取 A =幻 xr /2 的 
形式； 正是在这种规范下，少=常数的解在小球表面上满足边界条件 （45. 15) ,这 
个条件归结于要求 n • A =0.进行平均，得到 

r _ e 2 2 -y e 2 ^> 2 R 2 
r = 10^* 

同正文一样，利用条件瓦。 = UI 即可求出临界场，得出的结 果为： 

// c (球）= y /20 H c S / R . 

之所以允许利用微扰论，为如下事实所证实.已得出的£。值（当公 
时），在《 <<3的条件下，确实小于随后的本征值，此值对应于小球体积中已经 
变化的波函数，并且有 h z / mR 2 的数量级. 

§48混合态的结构 

像上一 节一样 ，我们重新研究圆柱形第二类超导体样品于纵向磁场公中的 
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情形•我们现在阐明处在少许超过下临界场的磁场中物体的混合态结构①. 

在这种情况下，基本超导相中掺人一些正常相的晶核.为了获得最大的热力 
学的有利性，这些晶核（在负表面张力的情况下！）应具有尽可能大的表面.因此 
自然是这样的结构 ：其中 《相的晶核是一些平行于场方向的线.在这些线（称作 
涡线） 的附近，既聚集有穿透物体的磁场，也有围绕涡线的环形超导电流. 

外场越 接近坟 ,，物体中这些涡线越少，而各线之间的距离也越大.当距离 
足够大时 . §44中最后所叙述的见解便适用于各单独的涡线.根据这个见解，聚 
集在涡线附近的总磁通量必定是基本磁通量最子扎 = irfer :/ f e l 的整 数倍； 下边 
我们将会看到，涡线具有最小可能的通量（只有 ‘） 在热力学上是有利的.正是 
d > 0 的有限性给正常相晶核继续的分裂规定了极限. 

当外场从小增大并达到圪,值时，在圆柱体内将出现一条涡线.我们现在写 
出决定这个时机的热力学条件•这时，首先并不去注意涡线本身的结构，而只考 
虑与涡线有关的某 一（ 正的！） 能董； 我们把属于单位长度涡线的这个能微记为 e 
(以后将算出这个能量值）. 

显然，圆柱形物体在纵向外场中，磁感应强度5也处处沿圆柱体的轴线方 
向 • §46中引人的宏观场强 H = B -4 irM 也是如此.于是由方程 ▽ x H = 0得 
出： W 沿圆柱体截面（因此整个体积）处处 不变； 由于的切向分最的连续性边 
界条件，这个恒定值与外场相等 . 所以，我们需要研究在给定物体的体 

积、温度和场强《的情况下物体的热力学平衡.这种平衡的条件是：热力学势 F 

对指定的变量取极小值（见第八卷 §31) .令广 是超导圆柱体的热力学势（因为 

在超导相中5=0,所以 匕与 自由能 F 6 相等）.这时，具有一条涡线的圆柱体的 
热力学势为 

F^F^Le- \ ^~dV^F a+ U-^j B6V. 

心项是涡线的自由能 U 是线的长度，它与圆柱体长度相同），最后—项是热力 
学势 户与 自由能 F 的 差别. 因为物体中的磁感应强度只集聚在涡线附近，所 
以 f BdV = 这 里小。 是通过涡线截面的磁感应通量，因此 

- - 

F (48.1) 

当广 的附加量为负值时，产生涡线在热力学上有利.若使附加量等于零，我们 
便求得外场的临 界值： 


①这一竹里（以及本节的习题中）所讲述的结果.是厲于 A . A . A 6 PHKOCOB 的工作 （1957). 
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//„i =4 tt^/<^> 0 . (48.2) 

我们现在来研究单个的涡线结构.我们只限于讨论当 

^»1 (48.3) 

即时的重要情况 Y 的长度确定涡线“蕊”半径的数量级，1 少 I 2 在这个长度 
内从零（对应于涡线轴线上的正常态）变到对应于基本 s 相的有 限值； 在距涡线 
轴线的大距离 r 上，|少1 2 保持恒定①.而磁感应强度 S ( r ) 变化得相当缓慢，只在 
r ~ S » f 的距离上才衰减•换言之，全部磁通量基本卜.穿过涡线蕊以外的区域， 
这里1必1 2 =常数（图 9). 



图 9 


对于上述情况，可以运用伦敦方程（应注意，方程的适用性与温度向 7； 的趋 
近无关）求出场的分布■在这里为了赋予方程以所襤要的形式，首先改写联系波 
函数相位与超导电流密度的公式 （44.7) : 

A + 8 2 V xB=~V 0, (48.4) 

2*77 

此式中引入丫穿透深度 I 并把 J •用磁感应强度表示出来 J = c ▽ xB /4 tt . 这里伦 
敦近似相当于假设 S = 常数•我们将等式 （48. 4 )沿闭合回路 C 求积分，该回路围 
绕涡线并在离涡线轴线为，>>6的距离上通过.根据斯托克斯定理，将4的积分 
变换成对回路所围的面积的积分，我们 得到： 

j B • df + d 2 j,V xB • 6l = <p ay (48.5) 

将第二个积分也作同样的变换，可写成 

J [B + S~ Vx(VxB)] • df = 4>o (48.6) 

等式右边写出对应于相位只增加一个的（不等于零的）最小可能值.如果回 
路 C 在离涡线为 r >>5 的距离上通过，此处场和电流已经可以认为是不存在的， 
则 （ 48. 5) 式中的第二个积分便可以忽略，因而我们看到 ，札 与聚集在单个涡线 
周围的总磁感应通量是相同的.但涡线的轴线本身是一条奇异线，环绕奇异线时 


①在这一节里.字母 r 表尔圆 忭坐标，即到轴线的距离. 




-186 - 


第五章超导性 


将改变波函数的相位. 

因为对于任一回路 C (满足上面指出的条件）等式 （48. 6) 都应得到满足，所 
以根据这个等式应 当有： 

B + S 2 Vx ( VxB ) =B -8 2 AB =< f > 0 b ( r ) t (48.7) 

式中 r 是涡线横戴平面内的二维径矢.在这个方程的右边记入 S 函数的形式，表 
示这里 〜 f 的距离都看作是零.在整个空间里 ，除/ •=() 的线以外 ，（48. 7) 式与伦 
敦方程 （44. 11) 是一致的，似对于描述涡线，需要 r =0 时具有奇异性的解. 

在 S»r >>6的区域内，距离轴线为 r 处的场的分布可以由 （48. 5) 式直接 
求出.我们选取这个区域中的半径为 r 的圆周作为回路 C . 通过这个回路的磁感 
应通量[( 4 8. 5 )式左边的第一项]仅仅是全部磁通量的一小部分，即它的 
~(『/幻 2 部分； 因而我们把它略去不计.在第二项中 d / 是圆周的长度元，因为矢 
量5的方向沿着 z 轴（以涡线的轴线为柱坐标系的轴）因而它只与 r 有关，所以 

/• (VxB) =(/xV) - 

dr dr 

(/ 是与圆周相切的单位矢量）.因此我们获得 方程： 


由此 


/ • ( V xB) 


(\B _ 0o 
dr 2-nrS 2 


(48.8) 


^( r ) =-^ l n —, ^ « r « 8 . (48.9) 

2tiS r 

由于这种关系具有对数性质，积分上限（在此处应当是 S ==0) 可以规定与所研究 
的距离/•的上界相一致. 

为了将求得的分布延拓在 rSS 的区域，我们运用对一切； ■>>{ 都适用的方 
程 （48.7) .把拉普拉斯算符在柱坐标中展开，[考虑到 B =^人「）],我们可将方 
程（当 r _0 时）重写成如下 形式： 


B " + ~ B ' +S' 2 B =0, 

当 r^oo 时这个方程具有递减 的解： 

B(r) =常数 x/C tt (r/5). 

式中尺。是马克多纳 （Macdonald) 函数[即虚宗貴的汉克尔 （Hankel ) 函数].常系 
数通过与解 （48.9) 的“接合”来确定：这时需利用熟知的 2 << I时的极限表达式 
K 0 ( z ) ^\ n ( 2 / zy)：m y = e £ = 1.78. 于是最终有 

B(r) r>> ^ (48 - ，0) 
特别是，借助熟悉的 Z — 00 时的渐近表达式欠。（2) «(TT/2W /2 e ' 便求得远离涡 




线轴线的衰减 规律: 
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丑 （ r ) = 


+，) _ -r /6 

(8 itr 5 3 ) l/2e 


(48.11) 


我们注意到超导体中和液氦中（ §29) 涡线的性质很相似•在这两种情况都 
谈及了奇异线，绕这些奇异线环绕时将改变凝聚体波函数的相位•在液氦中环绕 
涡线超流运动的环形轨道，相当于超导体中的环形 电流； 超流运动的速率〃，按 
1/ r 的规律减小，超导电流密度也按同样规律减小 ，如： 


/ = — ! V x B I 
4-7 T 


c 4 >o 

STT 2 8 2 r 


(48. 12) 


这种吻合是完全自然的，因为两种情况这些规律都是存在奇异线的直接结果.不 
过，在液氮中上 述〃， （;•） 的依赖关系可延伸到任何距离，而在超导体中当 r >> 6 
时只 r ) 便按指数规律减小.这一差别与电子液体的带电性有关，因为带电粒子运 
动会产生磁场，同样地，这种运动也屏蔽磁场（如果粒子的电荷 e 趋于零，则穿透 
深度 5— ><» ). 

现在可以计算涡线的自由能•蕊外 （ r » f ) 的空间区域对自由能的贡献，由 
对这个区域所取的积分 给出： 

J - f B 2 dV + ~ [ (V xB) 2 dK. (48.13) 

oir J otr J 

事实上，将这个表达式对取变分 （ 当给定温度，即给定 S 时），我们便直接得到 
r ^ O 的伦敦方程 （48.7)®. (48. 13) 式中的第二个积分，在区域的两 
个边界上呈对数发散，它远大于第一个积分.把 （48. 8) 式中的 IV xBI 代人上 
式，我们得到单位长度涡线的 能量： 



此式具有对数准确度，即不仅要求 S / f » l ， 而且也要求 In (5/^) >>1;正是由于 
有这种准确度，才可以忽略涡线蕊对 e 的贡献. 

特别是，由 （ 4 8. M ) 式的结果能够证明上边得出的论断，即产生具有最小磁 
通量值的涡线在热力学上是有利的.事实上，因为涡线的自由能与同涡线有关的 
磁通量的平方成比例，所以对于磁通量为的涡线来说，在能量中将出现一个 
因子〃 2 ;再把这样的涡线分解成 n 条磁通量为丸的涡线时，将使能量贏余 n 倍. 


① （《. 13) 式中的第二项用电流 y 表达时取如下 形式： 

2irc 2 S 2 jj 2 dV= j^-dV. 

在第二个表达式中再作代换 = mcV ( 4 7 T ^« J , 并按 = 引人超流分曼的密度和速度.（见165 

页的注解），我们看到，这一项可看作是超导电子的 动能. 
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将 （48. 14) 式代人 (48.2) 式，我们求得下临界场 

^ 去 f ， (48 ' 15) 

当 T -* T c 时，考虑到 （45. 19) 式，上式也可以写成 

W cl =// c ^ ①. (48.16) 

\(2k 

随着外场的增强，涡线数量增多，因而磁场对超导体的穿透增强了.在计算 
涡线之间的相互作用时，热力学平衡对应于涡线的一定的有序分布，后者构成了 
二维格子（在圆柱体的截面内）②.在任何涡线数密度下，每一条涡线的轴线仍旧 
是一 直线，环绕这条轴线波函数的相位将改变277.磁感应强度对圆柱体截面的 
平均值 

S = W > 0 ， (48.17) 

式中 r 是通过单位截面积的涡线数.事实上，如果把关系式 （48. 4) 沿样品整个 
截面的回路求积分，那么便得出方程 （48.5) ，其右边为 ^<^(5 是截面积）；方程 
左边的第一个积分是总磁感应通量55,而第二个积分是边缘效应，它小于第一 
个积分，它们的比值为是截面的线度），因此它可以忽略 不计； 当然，这 
里重要的 是：在 距离为〜6处环绕涡线的磁场将发生衰减. 

只要各涡线之间的距离^大于关联半径 f 就可以断言 ：涡线 磁场是单纯馇 
加的•事实上，当时，仍然可以划出包围任何数目涡线的回路，并使它处处 
在远离涡线蕊（距离 >>0的地方通过.在这种回路上满足伦敦近似条件 （ S 不 
变），因此我们又重新获得稍异于（ 4 8.7)式的方程，其中右边的5函数换成宗鲎 
为到每条涡线距离的5函数 之和. 由于这个方程是线性的，因而便得出上述 
论断. 

当外场接近于时，涡线间的距离就可以同 f 相比较了•这一点，也可以从 
临界场表达式 （47. 2) 本身清楚地看出来，如果借助 （45. 9) 及 （ 45. 16—45. 18) 
式，可将 （47.2) 式写成 

WM 2 , (48.18) 

此式对应于集中在面 积为〜 f 上的通量小„. 

当公=圪 2 时，发生第二级相变，超导性消失了.就这种相变的一般理论的实 
质来说，可以断 言：作 为外场函数的序参数 ( A 将按呤1 2 «义 2 -公的规律变为零. 
另一方面，物质的磁化强度 M = (B - H )/4 tt 自身（系与的相位选取无关的 


① 因为这个闲数是根据假设 In k » i 导出的，当 K -1 时绝不能用它！其中，当 k = 时，场 
(和—样）自然 应与^ 相等 • 

② 看来.涡线在格点形成等边三角形时格子最为有利. 
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量）在这个区域内与4卜成比例.考虑到幻=坟 2 时必有 S = 义 2 ，因此我们得到 
超导体中的磁感应强度 S 在相变点附近依赖于外场的如下线性 规律： 

B-H c2 oc^~H l2 . ( 48 . 19 ) 

习 题 


1. 试计算彼此相距的两条涡线的相互作用能. 

解 ：我们 将两条涡线系统的自由能表达式 （48. 13) 变换一下形 式：其 中只在 
每一条单独滿线附近进行积分.为此，利用方程 （48. 7) ,我们 写出： 

B 2 + § 2 ( V x B ) 2 = 1 -B ■ V x ( V xB ) + ( V xfl) 2 i =5 2 V • (B x V xB ) 

把体积积分变换成如下 积分： 

- f [ Bx ( VxB )) - d /, (1) 

817 J / I+ / 2 

此式是沿包围涡线蕊的圓柱形表面 /, 和/ 2 (其小半径为 r 0 ；^« r 0 << S ) 取的积 
分.当 d >>芒时，涡线磁场是可加的，即 if = B t + B 2 . 涡线的相互作用能，由积分 
(】）中同时 与圪和 圮有关的部分 给出： 

U n =^{ \ ( B . xVxB ,) • df , 十 j ( B , xVxB 2 ) - d / 2 } 


(当 r 0 —-0 时 ， J ( B , x V x ) • cl / 2 形状的积分趋于零）•利用 （48. 8) 和 


(48. 10) 式而 得出： 


• i 2 =2|^。 


伞。 


2Trr 0 S 


B{d )= 


< f>o 


8tt 2 S z 


： K n 


特别是，在距离 （i >> 篆处： 


= 


<#>0 


2 W 


( 2 ) 


2. 如圓柱体样品截面的平均磁感应强度为5,试求 B 对混合态中外场总的 
依赖关系.处于这种状态时，各涡线都分布在彼此相距 d »8 的地方，这时，在样 
品的截面内构成等边三角形格子. 


解：等 边三角形的面积等于 VTd 2 /4( d 是边 长）， 而涡线数等于格子中三角形 
数的一半（/ V 个三角形有 3/ V 个格点，但格子中每一格点是属于六个最相邻的三 
角形的），因此1/=2八/5^ 2 . 

处于混合态的物体，其单位体积的热力学势为 

/ =/. -吾 “ +^>) + y X £ 'k- 

式中第二项对应于表达式 （48. 1) [其中义 | 由（48.2)式给出];在第三项中，£ |2 
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是两条涡线的相互作用能，并对穿过单位面积的全部涡线进行求和.因为当 
时 f l 2 按指数规律减小，所以求和式中只考虑相邻成对的那些线就足够 
了 .在三角形格子中，每条涡线有6个最相邻的线，因此 

Y X = 鲁 Z =^£ n { d ). 

把上题公式 （2) 中的心 2 代入上式 ，得： 

? _ ? 小 。 f 幻 - 見 I 3 ^o r n 1 

1 =/ " + 2#^ 2 1 一 - 厂 + 2木5 2 H ’ 


式中 a ， a 与幻 的依赖关系决定于函数 /( a ) 取极小值的 条件； 由此 得出： 
o 

^0 -W cl =- ； V«e' a - (3) 

4 n /2^5* 

(这里省略了 1 /a «1 的更高次项）.这个方程连同等式吾 = i ^。， 即 

« = (2<j> 0 /^3S 2 B) W2 . 

可确定待求的依赖关系否（兮）.应注意，当 公时，微商 d 5/ d 幻按 

dB 1 3 1 


这一规律趋于无穷大. 

§49高于相变点的抗磁磁化率 

在§ 4 5末曾经指出，序参数少的涨落在7；附近的温区变大，而超导体的这 
个温区是非常狭窄的.在该区域以外，热力学量涨落的修正，一般地说是很小的. 
但是，对于高于相变点的金属的磁化率来说，这些修正还是很重要的 ：由于 涨落， 
即使有相当少数的超导电子出现，便能对磁化率有贡献.这种贡献大于远离相变 
点的正常金属所提供的，后者的磁化率通常是很小的①. 

现在我们研究处在弱外磁场（公<<//。）中温度超过厂点但在该点附近的金 
属•这里，序参数的平衡值少=0,为了算出少的涨落需要运用金兹堡-朗道理论 
中的自由能.这时，在表达式 （45. 10) 中（注意 ：涨落 很小）只保留少的平方项，而 
略去 WI 4 的项，并把4理解为均 匀场兮 的矢势 ，与* / r 的涨落相关的磁感应强度 
B 的涨落是少的平方项（由于电流密度> 取平方）.因此，忽略5的涨落时，在 
bVStt 项中就可以将 B 理解为磁感应强度的（热力学）平均值.所以在有涨落的 


①这个效应是 B. B. UImiwt( V. V. Shmidt )< 1966 > 指出的 . 
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惜况下，金属总自由能的变化由如下的表达式 —— 少的 泛函给 出①： 

Af[^] = I ( -ifi V -yA 2 +al^l 2 JdF ( 49 . 1 ) 

为计算对自由能的涨落的贡献 At 需要把泛函 （49 . 1 ) 视为“等效哈密顿 
最”，由此根据公式 

exp ( ~^f) = I exp ( - 厶卞] )邱 ( 49 . 2 ) 

可求出 AF , 这里是对少 （ r ) b 全部分布求泛函枳分（见第五卷 §147) .这一积 
分，实际上可以这样实 现:将 0展成某一完备的本征函数系，并对这个展开式的 
无穷多个系数求积分.在尤外场的均匀系统的情况下，可以简单地展成平面波 
(例如，参看第五卷§ 147中的习 题）. 

但在目前的情况下，应按哈密顿量 （49 . 1 ) 的 “ 薛定谔方程 ” 

- ift V J =£(/r ( 49 . 3 ) 

的本征函数进行展开 . 在 § 4 7中曾经指出，这个方程与均勻磁场中粒子（质量为 
2 m ， 电荷为 2 e) 运动薛定谔方程在形式上是一致的.方程的本征函数用一个离散 
的 （《 ) 和两个连续的 （ p^pj 量子数编号，而本征值只与 /I 和轴沿公的方 
向）有关，并由如下公式 给出： 

+ + 士况） =卜 + )^> 4 ， ( 49 - 4 ) 


小‘同本征函数（具有给定的 n , dp t 区间内的# ; 和所有可能的 R 值）的数目为 


(见第7卷§112〉. 


v 2lel^ 
(2 ir / i) 2 c 




为简便起见，我们把量子数 n , p z , p x 的集合用一个记号《来表示，因而我们 
将函数 4(0 的展开式写成 


屮 = X C A ⑺， 
<1 


(49.5) 


式中 = c ； fie ； 是任意的复系数，而本征函数满足归一化 条件： j " |^| 2 dV = l 
(这里是按金属体积求积分）. 

将展开式（ 49 . 5) 代入 （49.1) 式，首先可把对体积求积分变为对？求和 .事 
实上，将第一项进行分部积分，便得出 （49.1) 式的如下形式： 


①为避免误解起见，我们强调指出••对于超导体，磁场并不是在第五卷§〗44 屮所引入的那种意义 
的“外场后者，本来应当以 - h{K >项的形式包含在自由能之中，但在目 的的情 况下显然是不町 
能的，因为这样的项对于々的相位的选取不是不变的. 
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AF[ 必 ]= J I 0 * -^― I - ifi V - —A j 小 + ij/ ’ atf/ | dV 

将 （ 4 9. 5) 式代入上式，并考虑到每一个函数 A 都满足方程 （49. 3)( 其中£ = 
&) ，以及不同？的本征函数是相互正交的，我们 便得： 

AfO ] = 2 lc ? l 2 (£ 9 + a ). (49.6) 

( 4 9.2) 式中的泛函积分是指对所有 dc ； dc w , 求积分.作 （49.6) 式的代换之 
后，按所有这些变量分开积分，因而 得出： ’ 


/ AF \ t-t ttT 

exp (-〒) = n 

或 AF = - T ^ (49.7) 

用量子数 n 和的术语，此表达式可写成 


△厂= 


y 2\e\T^ 

(2ith) 2 c 


1 / 
n 


in 


_ ttT _ _ 

£(p. ,n + 1/2) + a 


dp:. 


(49.8) 


这个求和式当 £： 很大时是发散的，但这种发散实际上是虚假的，并只与这 
—情况有关••原来的公式 （ 4 9. 1 ) 仅在函数分 （ r ) 缓慢改变（即在的距离上屮 
的变化很小）时才适用.用本 征值& 的术语，其意思是只允许匕<< 在 

满足所提条件的某大/ V 处截断对 n 的求和，我们利用泊松公式 

f/ (x)dx -r/ (x) \l 


[见第五卷（ 5 9_ 10) 式]于（ 4 9. 8) 式时，不难理 解：这 个公式第一项的积分给出与 
兮无关的对自由能的 贡献； 这一项对磁化率的计算并不需要，因而我们把它略 
去. 而在第二项中现在可以取 / V — 00 ( 因此答案中去掉了截断参数） ①： 


最终求积分后, 


e 2 T^ 广 

48^ 2 hmc 2 J -® 


a + p 2 : /4m 


从而磁化率 


AF = V 


e l T t Sr 
24rrhc 2 -/ma 


(49.9) 


1 a 2 AF 


? 2 r 


~ v d ^ 2 " (49 ' 10) 

( H . Schmidt, 1968 ； A . SchmicU969 ) •我们看到 ，当 温度接近于相变点时磁化率 


①在系数中取 r-r e . 当 r 在 r r 附近时，这个积分中的几个 ® 要的值 ~ - n/nT) « h/^ , 

即它们都满足所提出的条件 . 
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将随 （ r - 八） - l /2 而增大.在这个区域内 ，（49.10) 式是对正常金属磁化率的主要 
贡献. 


习 题 


1. 一薄膜（厚度 dccMr )) 处于垂直于其平面的弱磁场中，试求当温度 r 
> T ^ T - T c « T c 时薄膜的磁矩 ■ 

解 ：膜的 有限厚度使得 （49. 4) 式 中的量 子数圮 具有离散性，并且对于薄膜 
来说，在 （ 4 9. 7 ) 式中应只限于& =0 的值（第 一个 不等于零的值已经是 p , 

因此£ ~ h 2 / md 2 » h 2 / m ^ 2 ~ a ). 对给定 ra 和 p , (以及所有可能的 p x ) 的 本征函 
数的个数是 2 UI 兮 S /2 irftc , 其中 S 是膜的 面积； 因此 （49. 7) 式中对 9 的求和应理 

解为（公 S / irfec ) Z .应用到泊松公式求和，可得如下 结果： 


薄膜的磁矩 

„ dAF c e 2 T K ^ 

M = - - rr - = - S -:- • 

d 為 l2Trmc a(T - T c ) 

应当注意，这个磁矩当 T-*T C 时比在无界金属的情况增大得要快一些. 

2. 在上题的条件下，再求半径 i ? <<f ( T ) 的小球的磁矩 （ B . B . niMH ^ T , 
1966). 

解： 在这种情况下，方程 （49. 3) 的全部本征值中重要的只有一个，它对应于 

本征函数必=常数.它等于幻 VlOmc 2 , 且为最小（关于这一点，请参看 

§47习題中的全部讨论）. （49. 7) 的求和式归结为一项，于是磁矩 

T 爲 e 2 T c R 2 ^ 

M ^ --=- ； - . 

a 5mc 2 a(T-TJ 


§50约瑟夫森效应 


我们来研究被电介质薄层隔开的两块超导体.对于电子来说，这个薄层乃是 
一个势垒，如果这个层足够薄，就存在电子借助于量子隧道效应穿透势垒的有限 
概率.即使势垒透射系数很小，只要不等于零就具有原则性的意义 ：这时 两块超 
导体成为一个统一系统，因而可用统一的凝聚体波函数来描述.这种情形引起的 
效应，是约瑟夫森（8.0. 1 1 08 吓}| 50 11，1%2)首先预言的. 

系统凝聚体波函数的统一，其意思是指 ：在无 外加电势差的情况下，通过两 
块超导体之间的结，可以有超导电流 流过. 和在各超导体内一样，电流密度由凝 
聚体波函数的相位梯度来确定，可见，流过结的超导电流密度_ /与 结两边的相位 
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少 2 和軋的差值有关①.因为武-少，的各差值都相差 2 tt 的整数倍时，物理上 
它们是相等的，显然函数 

j=K 叭、）， 少 2| =0 2 -少】 （50.1) 

应该是以 2« r 为周期的周期函数.时间反演的运算将改变电流密度）的符号，同 
时也改变相位 步 21 的符号（因为各波函数可换成自己的复共轭函数）.这就是说， 
函数 （50. 1) 必定是奇函数并当 少 21 =0时变 成零. 当然 J (夂 ,） 作为冇界函数，它 
有自己的极大值和极小值，当相位差改变时函数也在这两个值之间改变，由于是 
奇函数.这二值的绝对值是相同的 ； 我们用±九表示它们. 

应当注意，写出 （50.1) 式的前提是在结内要忽略电流的固有磁场对电流的 
影响.否则，就应以规范不变的表达式 

少，-少_ f 

he J I 

来代换差值少 2 ,.由于电介质层的厚度非常小，连续函数在这里的积分容 
易满足可被忽略的条件（势 火在结 两边的值可以认为相同）. 

在整个温度范围内，函数 y ’ (少 2 ,)的形式，只能根据微观理论来确定•这里我 
们仅限于在金兹堡-朗道理论的适用范围内，作唯象的研究. 

假如电子完全不能通过结，那么每一块超导体的波函数少在结自己的端面 
上都应满足边界条件 （45. 15)； 


势垒的有限透射率和结的边界上少值的有限性，将导致在这两个条件的右边出 
现不等于零的、与结另一边的0值有关的表达式.由于在相变点7；附近少很 
小，因而在这些函数中可限于取少的线性项，即写成 


~dx 


2 ie 也 

^■ = T 


dl// 

dx 




T 


(50.2) 


系数】 / A 与势垒的透射率成比例.等式 （50. 2) 应当满足对时间反演对称的要 
求 ：两个 等式应当在作 , A ^- A 的变换时仍旧 成立； 从而得出，常数 A 是 
实数[这时，把等式 （50. 2) 作上述变换，两等式便直接与各自的复共轭式一致]. 

把公式（4 5 . 14) 应用于结的任何一边（臂如说，1边），即可确定通过结的超 
导电流值和函数少的相位差之间的 关系： 


①为了使通过结的超导电流具有可观潲到的值，电介质层的厚度实际上应当非 常小： ~10- 7 cm . 
这样的距离其至小于超导体中最小的特征参数长度——相千长度就此意义來说，电介质层应当肴作 
是无限薄的层，而层内相位的行为，在理论 t 根本还末出现. 
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将边界条件 （50. 2) 中的^•代人上式， 便得： 

dx 

对于两块同样金属间的结来说，么和 A 这两个量仅仅是相位不同 而已； 于是， 
我们求得电流 密度： 


j On < P lt ， (50.3) 
mA 

当接近于相变点时， yi 2 和八-^一样趋 于零； 因此，通过结的最大电流密度也 
按同样规律趋于零 

现在让外电源给隧道结加上一定的电势差，即在结内有了电场£.这里我们 
用一个标势（这里用 V 表示）来描述这个 电场: 五= -▽ K 这个场对通过结的超 
导电流的影响，根据规范不变性的要求就能解释明白. 

在无电场 （k = o ) 的情况下，波函数的相位与时间无关： d 少 /at =0②.为了把 
这个等式推广到有电场的情形，我们 指出： 普遍的关系式对于标势的规范变换 

(50.4) 

c dt 

应当是不变的，这里并未涉及到矢势（假定它与时间无关）.这里恰好和导出变 
换（ 44 . 3)， （44.6) 时的做法一样，我们发 现：和 V 变换的同时，波函数的相位应 
按 


伞 — 0+ 备 ⑴ 

(50.5) 

进行变换.因而显然，关系式 


d<P 2 e .. _ 

—+ —V = 0 
dt h 

(50.6) 

是规范不变的，当 v =0 时，此式变成 @=0. 

dt 



① 基于 BCS 模型的微观理论证明：在任何海度下,> 和由 21 之间都有 （50. 3) 式这种关系.该理论可 
以将人间处于正常态的两块金属之间接触区的电 阻联系 起来.关于这一理论的讲述，可以从下书中査到： 
M.O.Ky^HK.M. K.^hcoh 著超导隧道结构中的约瑟夫森效应.奠斯科 ：科学 出版社 .1970. 英译本：〗. 0. 
Kulik , I. K. Yanson. The Joacphsoit Effect in Superconductive Tunneling Siruciures. Israel Prop-ara for Scientific 
Translations, Jerusalem , 1972. 

② 我们提閛一下（比较 112 页上的注解），因为系统的哈密顿馕 W 換成 //' =》-私士，时间因子 exp 
( 便从波函数中消失. 
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在电场与时间无关的情况下，将等式 （50. 6) 积分 ，得： 

fi 

式中与时间无关•所以，如果给结加上恒定的电势差 v 21 ，则结上的相位差 

将此式代人 （50. 3) 式，我们求得通过结的超导电流 

- 警 V 2l f ). (50.7) 

我们得出一个极好的 结果： 给隧道结加上恒定的电势差，便能出现频率为 

( x)j = I (50. 8) 

的交变超导电流. 

在结内消耗的功率由乘积_;下 2| 给出，它对时间的平均值等于零，也就是说外 
电源不存在惯常的能量支出——无能量耗散的超导电流本应如此.但是应当强 
调，当存在外电动势时，也有一定的伴有能量耗散的正常电流（匕小时很弱）流 
经结. 

因为对 少 21 具有周期性依赖关系，以及 少 21 对时间具有线性依赖关系，从 
这一事实就可以得出通过结的超导电流以频率 （50. 8) 作周期性变化的 结论； 这 
个结论与对电势差大小的任何假设均无关系.但具体的公式 （50. 7), 只在频率 
叫小 于超导性特征频率4/6,即在 

ha), =2\ eV \ «A(T) 

的条件下才成立. 

习 题 

一电路由电阻尺和具有隧道结的超导体串联而成，电路中作用一电动势 
V u ， 试写出电路中的电流方程. 

解：电 路的总电压降 K = 其中 J 是流经电路的电流，1/ 2| 是结上的 

电势差①.将少 21 和（50.6)式中的 K 2l 代入此式 ，得： 

应注意，用这个方程所描述的交变电流具有非正弦性质， 

§51起导体中电流与磁场的关系 

当一切物理量在物体体积内处处缓变的极限情况（伦敦情况）下，在 §44 中 


①在小 K 的情况下，我们忽略了超导体中微弱的正常电流. 
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曾得到超导体中电流和磁场之间的关系式；这时，假定磁场是弱场，即小于它的 
临界值，我们现在对此问题在静磁场于空间作任意变化的一般情况进行研究，这 
时仍假定磁场是弱场.所谓“任意”，在这里是指 ：场在 的距离上可以有显著 
的改变[当然，在数量级为晶格常数的距离上场的变化仍然是小的；因此介质 
(金属）的不均匀性在原子距离上是无关紧要的]. 

在一般情况下，无界的介质中电流和磁场之间的关系，用如下积分公式表 
达： 

h ( r ) = - | (51.1) 

式中核只与介质本身的性质有关 (51. 1 ) 式的线性关系相应于磁场微弱这 
—假设 • 

我们知道，电流密度可以看作是系统能置对矢势的变分微 商：当 ^取变分 
时，系统哈密顿函数的改变为 

hH --丄 j " . 8 Ad 3 x 

(见第三卷 （115. 1) 式）.因此 （51. 1) 式中的核是二级变分微商，对二重微商 
[对 <( r ) 和 的微分]次序的对称性表 现在： 

QJr-r') =Qjr'^r). (51.2) 

将 4( r ) 和 y ( r ) 展成傅里叶积分，我们可以写出 （51. 1) 式的傅里叶 分童： 

；,(*) = ~ QJk ) A k ( k) t (51.3) 

其中由于有 （5 L 2) 式， ;Q ki ( -k). 

函数 AO 的一些重要性质，只要根据规范不变性的要求即可得出.在作 
规范变换 A (/ + V ^(/*) 或取傅里叶分量 

A ⑷一 A(*) + ikx(k) 

的情况下，电流 y 不应改变.这就是说，张量必须与波矢量 正交： 

=0. (51.4) 

特别是，在立方对称晶体中，^的张童关系归结为心和^形的一 些项； 于是, 
由 （51.4) 式得： 

<?.*=( 〜-警)<?(*)， (51.5) 

式中 <?( 幻是标量函数. 

下面我们选取势的规范:^ * A ( r ) =0,对于傅里叶分量，即指 Jt • A(k) =0. 
因此电流和势的关系 （51.3) 归结为等式 


①关于无界介质问题，在这个关系中只具有形式上的意义.它的实际意义是.以后可以把它的结果 
应用于冇界介质的问题——见下一节. 
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j(k) = -Q(k)A(k), (51.6) 

即只用标 ft 函数便可确定这一关系 . 

伦敦情况对应于 *—0 时（ ? （幻的极限表达式 . 对方程 （ 44. 8) 

e 2 n t 

V xj= - -V xA 

me 

的两边施行 ▽ x 运算，并考虑等式 ▽. A =0, 则不难求得这个表达式.注意到由 
于连续性方程以及 ▽ •«/=() ， 故得： 

e 2 n 

A/'= —— -AA. 

me 

因而在无界空间中，对于处处有限的函数 j(r) 和 4 (r) 可得： 

e 2 a 

j(r) = - L A(r). (51.7) 

me 

即每一点的电流值仅决定于该点的矢势值 . 傅里叶分量 y(it) 和 a a ) 之间也有 

同样的等式，将它与 （ 51.6) 式对比即可得到与 jt 无关的 (? （ A) 的表达 式①： 

2 

Q(k) 当 (51.8) 

me 4 ttSI 

本节的以下内容是计算 BCS 模型中的 • 我们已经说过，这个模型指的 
是粒子（电子）间呈弱相互吸引的各向间性的简并费米 气体. 同时假定这呰粒子 
都以自己的电荷 ^ 与磁场发生相互作用 . 

在 § 4 2 中曾写出无外场情况下的费米气体的温度格林函数方程 （ 42.5 ) .磁 

场的引人是在（ 7 .7) 式的哈密顿量 /> ( °> 中以算符变换 _ ie 4 / c 的方式实现 

的② . 因此在多的方程（ 7 . 8 ) 中也进行同样的变换，相应地在类似的企♦方程中需 

A 

作变换 +iM/c; 显然，对于 # 和少《的方程，也如此变换 . 自旋项 （ , 
，对应于电子磁矩与磁场的直接相互作用，因为该项很小，在哈密顿量和方程 
中可以忽略不计 . 算符 ▽ 作用在函数 #(7* ， r ;T ' ， r') 和 . 巧 T , r ;〆 ， 〆 ） 上时，相应 

于将算符少和 >( r ， r ) 取微商 . 因此，在方程（ 4 2. 5 ) 中也是借助于同样的 
变换 ▽— ▽ 不 ie/1/c 而引进磁场的 . 

有外场存在时，将破坏系统的空间均勻性，因此格林函数对宗童 r 和，的依 
赖关系已不属于对 r— • ，的依赖 关系； 但格林函数对 ^ 和，的依赖关系，仍旧只 
是通过差 t-t' 来 表达： 


① 在这一节及以下各节中把伦敦穿透深 度记为 

② 本节以下的叙述中[在方程 （51.9— 5】. 19) 中]取 fi = l . 
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{^ s + 2 m[v --'Mr)]' +M }#U 1; r ， r’） + 客三歹 ( （ ,;r ， r’）= 5(r), 
{ - ^ +^[V + fA(r)] 2 -尽 H •災（么；广， 〆 ） = 0. 


(51.9) 

在弱磁场的情况下（这里我们只研究这种情况），这两个方程可以线 性化; 
我 们取： 


义=.^ (0) + $ ⑴， 
.歹= . r i0] + #(" 


(51. 10) 


(两式中第一项是无外场时的函数值，而第二项是场的线性微小修正量）.因而 
两个方程中只保留 A 的一级 小量的项. 

此时应 注意： 存在外场时，凝聚体波函数 H 也要改变，在这种情况下，它不 
归结为一个常量.但是，当我们选取 


V • A =0 (51.11) 

这种矢势规范时，改变并不 复杂. 事实上，标量函数 H 中对不变的值的一级 
修正只与 ▽ • 4成比例，并在 （51. 11 ) 条件下变成零.因此，在满足所需准确度的 
情况下，在各线性方程中可以取沒=4,式中 4( 实童）是无外场情况下 
气体能谱中的能隙. 

结果 ，（51.9) 式的线性化方程取如下 形式： 


(K + 荔 ⑴( V ，）+ A 歹⑴ U ,; r ， 〆 ） = 

= ~Mr) ▽ 没⑼ （ A;r-〆 ）， 

C 

_ (51.12) 

(_心 + 差 + 〆 )•歹⑴ （（•/， 〆 ） - ⑴ （ c ')= 


= -~/ 4(0 ▽. 歹 ⑼ （ C-〆）. 
me 

由于这两个关于 a 的方程是线性的，只要对场的一个傅里叶分量求解便 
可，即 

A ( r ) ^ A ( k ) e lkr , k • A ( k ) =0. (51.13) 

取这种形式时，我们可以立即把函数#⑴和歹⑴对 r 的依赖关系 
分离出来 ，取： 

= g ( Lir - r ') e ' i - ( -^\ (51.14) 

夕⑴ (V ，） =f[Cr,r-r')e k{r ^\ 
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这样， （51. 12) 式中的第一个方程分离之后取如下 形式： 

乂 + 2^( V + + /^]客（6'- 〆 ）+△/((,，- 〆 ）= 


=— A ( A :) e 1 * ，<r - r，)/2 V ^ A0) U ； r-r'). 

TJIC 

对于第二个方程也同样如此 • 我们现在将函数 g 和/对 r - 〆 进行傅里叶变换. 
最终，我们得到下面的代数方 程组： 


[ l Cs ' 2m + "f") S(C,>P) + = 

[~ "2^(^ + y) _ Ag>( C) = 

=分.川) 户。 >( u - 夺) • 


(51. 15) 


利用函数沪 ((5) 和# ⑻的 表达式 (42, 7 — 42. 8) 作简单的变换之后，便得出 
这两个方程 的解： 


g ( L ， P ) = ~—p - A ( k ) 




(51.16) 


式中 ~ = e ( p ± k /2 ), Vi = t ?( 尸 土*: /2) [下面我们不再需要函数 /(〔，）]. 


现在我们来计算电流.为此，我们需把熟知的二次童子化表象中的电流密度 
的算符表达式① 


作为计算的依据. 

为了把这个算符变到松原绘景中去，只要把海森伯算符沴，多*换成松原算 

符^，多 M 即可.回顾一下格林函数的定义（3 7 .2)，我们发 现：电 流密度（算符/的 
对角矩阵元，按吉布斯分布求平均）可以 写成： 

)( r) =2 (V, - ▽ ) # ( T ’ r ; T , ， r ,) ] 〜 A ( r ) n , (51.17) 

r x » r + 0 fTlc 

式中 n 是粒子数密度（因子 2 是来自于 ^ 0 =2.^). 

将 义=妒 0) +妒⑴代入 （51. 17) 式时 ，: 项消失了，因为对于均勻且各向 


①见第三卷§ 115•这甩楫略了粒子自旋对电流的贡献项.对于非铁磁系统来说（这时格林函 数^^ 
二石喊；?'），这一项在求平均时变为零. ~ 
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同性的系统来说是偶函数，它的微商当 r-， =0时变成零.同样地 
把 ） 按 t - T' 进行傅 M 叶展开 ，得： 

j(r) =^ e T X [(V^V)^ <u (^ ； r,r , )] r . = ,-^A(r), 
m me 

把 （5】.13) 和（5!.14)式中的/1(/0和妒〜代人之后，则 有： 

_= 2 Hj 心:， p ) 為⑴. 

将（51_ 16) 式中的〔，/0代入上式，最好立即考虑矢量 J(ife) 和 A(Jk) 的横 
向性，并在垂茛于 A 的平面内对的方向求平均，所用的公式为 


Ps.,Pn =^~ sin： ^ (5,* ) , 


式中0是 i 和夕之间的夹角.结果我们求得确定 y( a ：) 和 4U> 之间关系的函数 
<?a) 的如下去 达式： 


QUO 


ij 


, (<”♦)(<+”-) + A 2 d y ^ 

U) +s\)U]^e\) . (2-rr) 3 


(51.18) 


X + A \ 


这里所写的积分和求和从表面上看是发散的•虽然这种发散实际上是虚假 
的，但是在计算吋要慎 重：在 消除发散以前，计算结果甚至可能与求积分与求和 
的次序冇关. 

但这种困难可以避开，只要事先考虑到这一明显的情况便 可：当 A =0时定 
有(？=0,即在正常金属中根本不存在超导电流.因此，只要从 （51. 18) 式中减去 
4 =0时的同样的表达式，我们就不用更改答 案了： 

nrir\ e2T sr f 2 .“kf (K + ”♦)(<+”• ） + 厶 2 

⑽)十 - w ) (以）- 

(5 】. 19) 

这个表达式已很好地收敛，因而其中可以按任意次序求积分和求和. 

t 先应当 指出： 我们感兴趣的 A 值很小，其意思是 A ：« Pf; 此不等式简单地 
表明这一事 实：超 导体中磁场和电流发生改变的特征距离远大于粒子间距（即 
远大于 

我们先在 （51. 式中对如求积分.这个积分基木上集中在费米面附近的 
动童窄域之内，即在 Ip - P F I ~ &的区域内.在这个区域里， 


V* 篇 V ± Y v r kcos ^^ v f(p ~Pf) ±yv F *cos 8, 
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被积式中的因子〆 可以换成而把对 d 3 p 求积分换为对 2 ^ mp r dr ) dcos 6 求积 
分.此后， （51. I 9 )式花括号中的第二项对 dr/ 的积分将变成零，因为积分路线现 
在可以在”的复平面内由无限远半圆周封闭而成，因命积分变成零是被积式的 
两个极点位于同一个半平面（是上半平面或下半平面取决于 t 符号）内的结果. 
(51. 19〉式的第一项对 dr? 的积分是容易的，此后只剩下对变量 ic= C0S (9 的积分. 
再根据等式/4 =3< tt 2 / i 引入密度〃，我们得到最终的结果（用通常的单 位）： 

0(k) - V f' __ 4 3 ( 1 - x 2 )^x _ 

、” 一 [^ + A 2 + (hv v kx/2) 2 ](^ s + A 2 ) 1/2 

L = (2s + ])ttT 


(51.20) 

(J. Bardeen,L. N. Cooper,J. H. Schrieffer, 1957 〉① 

在友值很小的极限情况下 （％ << 丨，其中心~ hv./A, - hv r /T c 是相干长 
度），可以 证明： 表达式 （51.20) 归结为与 A 无关的伦敦表达式 （51.8) ;这里我们 
将不讨论此问题. 


在相反的极限情况下，这时>>1，在（51_20)式的积分中 x ^ T / hkv f «\ 
区域是主要的.因此被积式分子中的/与1相比可以忽略，然后，由于积分收敛 
得快，因而积分可以从 - 00扩大到00 . 结果 求得： 


Q{k ) = 


Wne 2 T 


I 




2mchv r k ^, + A 2 ' 
利用 （42. 10) 式进行求知，我们可将此公式表为② 


Q(k) = 




卢= 


4-nne 


3tt 2 A 
4 K Ath ^' 


Ho» 


(51.21) 


当 T«T C 时，冇 ，于是 )3~1/5 2 L ^. 当 T c - T « T c 时，能隙 d 很小, 

因此 tanh(4/2r) =4/27；; 考虑到式 （40.4—40.5) , (40. 16) ,我们又重新得出 
所以，在从0到 [ 的整个温度范围内都有 


n/Sh (51.22) 

因而，函数 （MA:) 在 &：sl/^ 区域内大致保持不变（其中，在 A =0点附近按 
的幂作正则展开）；超出这个区域，函数 <?(*:) 是衰减的，并当左 >>】/匕时按 


① 这里所讲的借助温度格林函数获得这一结果的力 • 法，是诚于 A. A. A6 P hk OCOB 和； 1. n. ropbKOB 
(1958) 的 工作 . 

② 这种形式的公式，是 A. B • Pippard ， 1953 年还在微观起导理论建立之前，根据定柞的考虑提出来 


的 . 
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i / k 的规律 衰减. 函数 的这种行为对应于坐标函数 Q ( r ) ，后者在的 
区域内（按 1 A 2 ) 规律衰减得慢，超出这个区域则按指数规律很快地衰减.因此， 
磁场和电流之间的关联总是延伸在的距离上.应当强调，这一论断在从零 
到八的整个温度范围内都成立.因而，在 §44 中所作关于超导性特征长度^的 
普适性的论断，在此我们得到了征明. 


§52磁场对超导体的穿透深度 

现在我们把上一节得出的结论应用于外磁场对超导体的穿透问题（这一问 
题的伦敦近似情况曾在 §44 讨论过）. 

设超导体的界限为占据 x >0 半空间的平面，而外场随之也有超导体内 
的磁感应强度 B ) 平行于表面并沿2轴 方向. 于是所有的量只与坐标 x 有关，此 
时电流7和矢势4(在^ = 0规范内）都沿 y 轴方向.麦克斯韦方程^ xB = 
-AA = 4tt_//c 归结为 


A "{ x ) = X >0. (52.1) 

式中的表示对*的微商. 

对于入射到金属表面的电子而言，这个方程的边界条件与金属表面的物理 
性质有关.最简单的情况，是电子从金属表面作镜面反射.显然，遵从这种反射定 
律时，半空间问题等价于无界介质问题，在这个问题中，场4(幻沿 x = 0平面的 
两边对称分布 1 MU ) =/!( -幻]•这时，作为％奇函数的微商1(；0,当;时 
不连续，并当*通过零吋改变符号，换 □之， 无界介质问题中半空间平面上的条 
件6=/1'=公对应于条件 


+0) - A '( -0) =2象 (52.2) 

将方程 （52. i ) 乘以 e _ i '并将它在从 - «到00的界限内对心积分.在方程 
的左端写出 

「 A " e - ikx dx = f ( A ' e - ikx ) l 6 x + f f 

头两项积分共同给出 -2 砮，而末项已经可以简单地分部积分，因为函数 m 幻在 
^=0处 连续. 结果我们得出等式 


2 ^ + k 2 A ( k ) = — j ( k ), 

c 

式中 /»(&) 和 y ( a ) 分别是定义在整个空间中的函数 /!(；»：) 和 ; (幻的傅里叶分量. 
因此可用关系式 yU ) == 把这两个最联系起来，这里 CKC 由上一节 

中得出的公式给出.所以，我们求得场的傅里叶分量 


A ( k ) = 


2幻 

k 2 +^- nQ ( k)/c 


(52.3) 



• 204 • 


第五章超导性 


穿透深度 S 定义 为①： . 

5= i/ 0 B(x)dx= (52 - 4) 

将 d ( x =0) 用傅里叶分量 zl (/ c ) 表达出来，并将 （52.3)式的<4(纟）代入，我们有 

5= 'ill A{h) ^r = i\.. k^4^Q(\k\)/c (52,5) 

在这个积分中〜的 / c 的值域起主要作用.在伦敦情况（当 S , »^ 0 
时），这些值很小，即当 Wo <<1 .这时 (? U ) 由与&无关的表达式 （51.8) 给出，因 
而求 （52.5) 式的积分自然得出 S =\. 

相反，在皮帕德情况（当乂 «^ 0 时），重要的是积分中 k » 1/^ 0 的值•这 
里 ，(? U ) 由表达式 （51. 21) 给出，于是求 （52. 5) 式的积 分得： 

5=«5 p =4/3 3/2 ^ |/? , (52.6) 

考虑到 （51. 22) 式，因此我们求得皮帕德穿透深度 

<5 p ~(^ o )' /3 - (52.7) 

上述计算都属于电子由金属表面作镜面反射的情况.但是，在伦敦情况下穿 
透深度根本与电子的反射定律无关，这 一点 只要从§44中的值的推导来看 
就清 楚了； 当时，金属表面结构的细节是无关紧要的. 

但就在皮帕德情况下，穿透深度对反射定律的依赖实际上也很不显著.例 
如，在与镜面反射相反的漫反射的情况下（这时电子以任何方向入射，反射电子 
的速度方向，都是各向同性的 ），5 P 值只不过是镜反射时的9/8倍. 

§53超导合金 

杂质，对超导体比对正常金属性质的影响更为深刻.只要杂质原子浓度 x 还 
小，对正常金属热力学量的修正就不大，只有当时，即当杂质原子间的平均 
距离可与晶格常数 a 相比较时这种修正才变大起来.应当强调，这里我们所说 
的，当然是指电子对热力学量的贡献，并且所谈到的热力学量都是被传导电子在 
动量空间量子态分布的平均密度所决定的那些（例 如：热 容量及弱磁场中的磁 
化率等）. 

在超导金属中还有另一种图像.这一情形与存在比 a 大的特征长度参 
数——相干长度匕有关.由于电子在杂质原子上的散射会破坏电子间的关联 
性，只要电子的自由程可与^相比较时，超导体性质就能发生显著的 改变； 但这 
时浓度$仍然很小.这里我们将定性地讲述 为了一 般了解这些低浓度合金性质 


①在场按指数规律袞减的情况下，这种定义与 （44.13) 式的定义是一致的. 
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所必需的主要结论 ®. 

设杂质原子不具有角动量，因而也无磁矩（非顺磁杂质）.在这种情况下，杂 
质对无外磁场的超导体的热力学性质只有微弱的影响.因为这种杂质并不破坏 
时间反演的对称性.实际上，以一定方式配置的杂质原子与电子的相互作用，可 
以用某一势场叭 f ) 给以描述.根据克拉默斯 （ Kramers ) 定理，在这种场中电子的 
能级仍然是二重简并的，并且这些能级所对应的状态恰好是彼此为时间反演的 
态，因此这些态上的电子可以构成库珀对.这种情况.和以前讲过的一样，将发生 
在界限分明的费米面附近.所不同的是，这个面现在不是给动量空间中的占有态 
限定界限，而是给场叭 r ) 内量子数空间中的占有态限定 界限； 在杂质浓度很低 
的情况下，费米面附近的量子态密度的变化很小. 

因此显然，按杂质原子的位置求平均之后所得到的公式，与纯超导体理论得 
到的公式只差微量级的修正•特别是，忽略这些 X 关紧要的修正，并不改变相 
变点温度八和在该点热容量的跃变值.因此也不改变金兹堡-朗道方程中系数 
的比值[见 （45.8)] ;这个方程的形式本身同杂质的存在与否根本无关，不 
论对纯超导体或对超导合金，方程都以同样的准确程度成立. 

另一方面，超导体的磁性质，尤其是磁场的穿透深度，当时就会发生 
显著的改变 • 我们现在来估计一下穿透深度，这时 假定： 即使杂质浓度 x <<〗，自 
由程仍有 /« h ( A . B . Pippard ,1953). 

电子与杂质原子发生碰撞时，会消除在 rsZ 距离上电子在运动中的关联. 
这就是说，超导体中电流和场之间的积分关系式中的核 <?( r ) ,在 r - l «^ 0 距离 
上就已按指数规律衰减.相应地，在动量表象中函数 Q ( k ) 在 ksi/l 区域内现在 
保持为一个常数.这个常数值，可以在的情况下，通过与公式 （51. 2〗）（当 
k»\/l »1/^ 0 时仍然成立）的“接合”來确定.因此我们 求得： 

Q(k) 当 A/s I 时. (53.1) 

me hv e 2T ’ 

穿透深度 S 由〜 1/5 时的关系式 k 2 〜 Q ( k)/c 确定（见§ 52) .利用 （53. 1) 
式 ，得： 

H， r = °)[ / tanh f ；； / 2 r) r ( 53 . 2 ) 

并且若使这个公式成立，应当满足不等式 S » z ， 后者保证利用 （53.1) 式是合理 
的； 上标（纯）表示无杂质情况下物理量之值，心值也是指纯超导体之值.表达式 
(53.2) 也可以表成伦敦公式，这时要将公式中的超导电子数密度理解为 


① A. A. A6 P mkocob 和； I_ n. ropbKOB 述立的全部超导合金理论是相当复杂的，并超出了本书的范 
围.请参看原始论文 ：)K3T035,1588(1958) ;36,3I9(I959>. 
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(53.3) 

如用金兹堡-朗道方程的系数 a 和6来表述，则关系式 （53. 2) 就是[见 
(45.16)]： 



再考虑到上面指出的比值《 2 /6与杂质存在与否无关，我们 求得: 


a ~ 0^专 0 /1 ， b ~ W .) 2 . 

(53.4) 

根据 （45. !7) 式，由此我们有关联半径 


爸 ( T ) 

(53.5) 

以及 (45. 18) 式的参数 


欠~汉-神芒 .)刀》 . 

(53.6) 


当自由程充分小时 ， ac > 1/及，因此足够“脏”的超导体属于第二类超导体. 

金兹堡-朗道方程对“脏”超导体的适用范围，从低温方面来看，实际上只 
限于条件 T C ~T« T c . 所需的不等式 d(T) >>/，在这种情况下等价于更弱的 
条件 

~ ^ « 2 / ^0 \ 3 2 ^0 
— «^( T J 

最后，我们提一下顺磁杂质超导体的性质.这些杂质会破坏系统对时间反演 
的对称性，因而也破坏了电子的成对现象（当存在磁矩时，时间反演出要求改变 
磁矩的符号，即实质 h 是指把一个物理系统换成另一个物理系统）.这些杂质对 
超导体性质影响的定量量度，乃是导致自旋方向改变（与杂质原子发生交换作 
用所引起）的散射的自由程当浓度％达到临界值时 乂〜心 ，超导性就消失了. 

但是，亊实上数量级相同的临界浓度有两个.当取其中小的&卩狄能谱中的 
能隙4将变成零；而凝聚体波函数 H 只在某 一浓度 时才变为零.在浓度 
为〜和 * 2 之间的范围内，将发生无能,塘超导性.因为推导§44中的伦敦方程 
时，只是利用了存在凝聚体波函数和考虑了规范不变性这 一事实 ，所以显然，超 

导体的主要性质-存在超导电流，有迈斯纳 （ Meissner) 效应 - 在这个浓度 

范围内仍然保留.就超导体平衡性质来说，由于热容量对温度不按指数规律变 
化，能谱里便不出现能隙.应当指出，这里与§23中的朗道超流准则并不发生矛 
盾，因为这个准则根本不适于无序系统（即我们所研究的合金类型〉，这是由于 
元激发不是用一定的动量来表征的①. 


①关于无能脫超导性理论的论述.清参宥原始 论义： A. A . A 6 phkocob ,^. n. rop.KOB, > K 3 T 4>39, 
1781(1960). 
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§54粒子对的轨道角动最不等于零时的库珀效应 


我们不只一次地说过，在费米系统中产生超流性的基础是库珀效应——在 
费米面上相丌吸引的粒子构成束缚态（即组成粒子对）.对于费米气体来说，吸 

引作用的条件可以表达为要求散射长度 a = J 认^\具有负值，也就是说，处于相 

对运动轨道角动貴为零（/=0)的状态的两个粒子的散射幅具有正值（在小能量 
情况下， IH 是这个态给散射以主要贡献）. 

但是，正确而更有力的论断 是：不 论轨道角动量/为何值，只要相互作用具 
有吸引性质，就会发生粒子成对现象（结果就产生超流性 MJI . fl . 朗道， 1959). 
应当强调，在讲到各向同性系统（液体或气体）时，可以按/值给状态分类. 

现在对费米气体來证明这一论断，这里所用的方法是 ：只根 据系统（正常费 
米气体）在温度 t > t k 时的性质，在原则上能够确定出向超流态转变的温度 
在§〖8中曾提到，在正常费米系统格林函数这一数学工具中，粒子对的束 
缚态能量町表现为顶角函数厂的 极点； 对于温度顶角函数 （ r # o 吋）也是一样， 
该函数我们用来表示.当出现这种极点之后，整个这个数学工具事实上就不 
用了•但我们还是把它应用于最初的时刻，这时，温度降低并当 T = T c 时初次出 
现极点，而且粒子对的束缚能在这一时刻应等 于零； 超流态和正常相的状态这时 
是-一致的. 

在如下的骨架 图上： 



圆圈表示 一. f 相变点7；这样来 确定： 按照上边指出的理由，它是在 

=么2 = 0， P, +p 2 =0 (54.1) 

的情况下，■具有极点时的温度.第一个等式表示，成对粒子都处于费米面上，而 
粒子对的朿缚能等 于零； 第二个等式的意思是，成对粒子具有相反的动量. 

不论粒子间的吸引作用多么微弱，都能产生粒子对.显然，为产生极点，必须 
使顶角函数的微扰论级数的一些项在 （54. 1) 条件下并当0时（当吸引弱 
时， K 也小）贪有发散的积分；否则，所有对一级近似有限项的修正，在任何温度 
下都将明显地小于这一项，而且不可能出现极点. 

梯形图级数 
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(54.2) 


将满足这一要求.随后将会看到，在从第二个图起的全部图中，由于增加虚线所 
带来的微小相互作用，在上述意义下，被积分的发散所补偿①. 

把从 （17. 3) 式变到 （17. 4) 式时曾用过的方法应用于这个级数后，我们发 
现，等式 （54. 2) 等价于图方程 



(54.3) 


图的自由端线和内线对应于 （54. 3) 图[已考虑到条件 （54. 1)] 中所示的各 宗量: 

尸丨 =(0 ， /O ， P, = (0,p,) , Q = 

理想气体格林函数的自旋依赖关系分离成多的形式，而顶角函 
数（没有反对称化！）的自旋依赖关系为 

.W P W" 匕 ) 

将图 （54.3) 按 §38 中所指出的规则展开并缩并自旋因子，我们即得到关于函数 
，的积分方程 

~ P 3 iPi ，~ P ,) + 

+ T Z f mp i ~g)^ <0, (C ， 9)^ 0) ( -d) X 

* C - 00 J 

X-^(9, -giPi , = -A). (54.4) 

此方程中的求和及积分中，离散变量 L 的一些小的值和费米面附近的诸 9 
值最为重要（见下文）•因此，在积分号下的因子和 炙中 坷以取 卜 Q = 
/ V 在费米面上还有矢量和/ V 所以.方程 （54. 4) 中函数^和 f / 的每—个，都 
只与一个独立变量——费米面上三个矢量 p ,, p 3 和 9 中的任意两个之间的夹角 


①本来还诺绘出图 （54.2) 因交换端线3和 4 而补充的同 样的® 级数，以使顶 角函数 对它的自旋和 
轨道宗16反对称化.但这里为了达到确定' 的目的.可以不必这样做，因为在顶角函数的这两部分中会 
同时出现 极点. 
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有关. 


现在我们可以求解方程 （54. 4)，为此将 f / 和按勒让德多项式展成 级数： 


^ ( 2/ + 1 ) a,P t ( cos ^ ) , 
/To 

03 

= $ (2/ + l)^P,(cos^). 


(54.5) 


式中 t ? 是 上述三 个矢量中任意两矢量之间的夹角.将这两个展开式代人 （54. 4) 
式，并借助于球函数相加定理按方向求积分 ，得： 

•^ T ( 1 + a ,11) = a t ， (54. 6) 

式中 

W IJ 

rr _ t f I /* y- ~、|2 _ 


= _I_ V f A 
(2ir) 3 J ^ + yl 


函数妒⑼取自 （37. 13) 式，而％ = q 2 /2 m - ^ ^ Vf ( q - p? ). 根据求和公式 
(42. 10)， 则有: 




U = i ^ y ) iann ^ (54 - 8) 

对扣 = (^/ v F 的积分，在积分上限处的发散是虚假的（见 150 页上的注解）， 
因而积分应当在某个77 = 6处截断①.但当 r— 0 时，积分在下限处也呈对数发 
散，即有 ln ( l / r ) 的行为. 

由 （54. 6) 式可见，在 

1 + a l II =0 (54.9) 

的条件下 T 将变为无穷大（即有极点）.方程 （54. 9) 同在 Z =0值时确定粒子 
成对的相变点的方程 （42. 11) 在形式上是一致的，所不同的只是要把后一方程 
中的“耦合常数、换成 - a , [对比 （42. 11) 式]; 若把此公式理解为确定' 的方 
程，还需在公式中取厶=0,这样 Hp ) 便与 V P 相同了.因此我们看到，只要有一 
个〜 值是负的，顶角函数就有 极点； 这时相变温度 


T i l) =^/ ex p ( - 


2 

la, I 卜 


(54. 10) 


[ 比较 （40.4) 和 （39. 19) 式].假如；取一系列不同的值，且 a , <0,则相变发生在 


①由于<5 4 . 7 )式中对 s 的求和很快地收敛，所以在求和式中实际上重要的只有小的 （， 值， 而对扣 
积分的对数性质，则证实 9 接近于 ;> F 的假设是正确的. 
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对应于最大的的温度穴.① 

可以证明，在一切由电中性原子组成的费米气体（或液体）中，只要丨值足够 
大， A 在任何情况下都必定是负值（；1_ IL n HT ae BC K W ft ，1959) .原因是，中性原子 
的相互作用，总会发生在大距离范围上，在这样距离内相互作用具有吸引的性 
质，即所谓范德瓦尔斯吸引. 

在实际存在的这类液体——液态 3 He 同位索中，产生超流性，看来有赖于 
I = 1时的粒子对②.这里我们不去详细研究超流相的结构，而只是简申地 讨论一 
下如何选择区分超流相与正常相的序参数.当高于相变点时等于零、而低于相变 
点时不等于零的物理置，是反常格林函数 ~( t , r l ; f ， r 2 ) - r 2 ); 在§41 

中曾指出.它起着束缚粒子对的波函数的作用.它在费米面上（即当 p =2p r n 
时）的傅里叶分量是方向《的函数（和在^=0 时粒子对的情 况-样 ，它 
不是常数）.因为屮算符是反对易的，函数厂„ 0 («)对于粒子交换当然是反对称 
的： 


= - ( -«)• 

在粒子对构成 / = 1 的情况下（对任何奇数值角动 量也- 样），是《的奇 
函数，因此是一个对称旋量.这就是说，粒子对的自旋等于1，对于/为奇数的 
两个全同费米子的状态来说，本应如此.二阶对称旋量等价于一个矢量，我们用 
来表示它. 在 I = i 的情况下 W 对 n 的依赖关系应当符合于勒让德多项式 
PJcos 0), 即具有线性关系夂 =if, ik n k . 于是复二阶张量(不一定是对称的！） 
可以描述超流相.实际上存在两种不同的液态 3 He 的超流相，而它们是用张量 
也 4 的不同形式加以区别的. 


① 疴当指出，假如所冇的〜 > o , 则不会发生相变现象.并且耳的公式（ 54 .6>在宵.到 r = o 的任何 
温度都能成立.当 r »0 B 彳所有 X 都按 I/I In ri 的规律趋亍 苓. 止如2 4 贝的注解中提到的事实 ：动虽 
相反的粒子的函数 , f ( 还有准粒子相互作用函数 />. 当 r -^ o 时变成零. 

② 在 温度〜 io ^ k 时，发生相变•成当指出，小的 r t 保证存在一个区域，可以将正常费米液体理论 
应用于液态 , Hr 
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晶体中各原子的电子壳层彼此强烈地相互作用.因此，已经不能说单个原子 
的能级，而只能说整个晶体全部原子的电子壳层集体的能级.对于不同类型的固 
体，其电子能谱的性质不同•作为研究这些能谱的准备步骤，还必需讨论单电子 
在空间周期外电场（晶格模型）的行为，这是一个更加公式化的问题，将在 
§55— §60中阐述. 

场的周期性意味着：场在平移任何形为 a = n l a l + n 2 a 2 + 的矢量保持不 

变（其七，^，^是晶格的基周期（基格矢 ） ； ra | ， rt 2 ， n3 是整数） 

U(r+a) =U(r) t ( 55 . 1 ) 

因此，描写在此场内电子运动的薛定谔 方程. 对于任意变换 r—r + 也是不变 

的.由此得到，如果少（0 是某一 定态的波函数，那么必 （r + £ i ) 也是描写同样电子 
状态的薛定谔方程的解.这表明，两个函数是-致的，其精度只差一个常数 因子： 
少 （ r + a ) =常数 • 少 （ r ). 显然，常数的模应等于1，否则，当尤限次電复位移 (或 
者 - a ) 时，波函数将趋向无穷大.具有这样性质的函数的—般形式为： 

也*(，）= 〆 '乂*(广). (55. 2) 

其中 fc 是任意（实数）常矢董，而 、是周 期函数 

^,k(r +a) -u 3k (r) y (55.3) 

这个结果首先由布洛赫 （ F . Bloch J 929) 获得； （55.2) 形式的波函数称为 布洛赫 
函数，因此周期场中的电子常常叫做布洛赫电子. 

一般说来，在给定 A 值时，薛定谔方程有各种解的无穷系列，这与电子能量 

各种离散值的无穷系列相对应，的下标 s 标志这些解，这种下标（能带序 
号）也应刻划函数的不同分支——即电子在周期场内的色散律.在每 
个带内能量取遍一定的有限区间值. 
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对于不同的带，这些区间或被“能隙”所隔开或部分地 交叠； 在后一种情况 
下，交叠区域里的每个能置值对应于各带中不同的 A 值.这在几何上表明 ：对应 
于两个交叠带的等能面位于 * 空间的不同区域.能带交叠形式上表示简 
并——不同态具有相同的能景.但是，既然这些态对应不同的值，那么，在能谱 
中就不会有任何奇异性.应该将带的交叉跟交叠的一般情形区别开来，交叉时 
匕（幻和~(幻之值在相同的点 A 上是相同的（等能面交叉）.通常只把这种情 
况理解为 简并； 交叉使能谱中出现一定的奇异性. 

当然，具有不同的 S 或&的--切函数也 4 都相互正交，特别是，由不同而* 
相同的也*的正交性中得出函数、的正交性.此时，由于函数的周期性，积分按 
晶格的一个元胞体积 I ;进行已足 够了； 相应的归一化为 

I u ! k u ^ v =8 s ，-, (55.4) 

当平移变换时，矢量*的意义在于用来决定波函数的行为.用 e i4 •- 
乘波函数 

^*(r + a ) = e )4 - V ( r ), (55.5) 

由此立即得到，量 A : 按其定义不是单值 的：差 任一个倒格矢 A 的动量值，都会使 
波函数具有相同的行为（因子 exp ji(A + 6) fl 丨 = exp ( i ^ - fl )). 换言之，这样一些 
灸值在物理上是等价的，它们对应于 同一个 电子态，即同一个波函数，可以说，函 
数也 t (在倒格子中）是下标 it 的周期 函数： 

U r 、 U r ) ， (55-6) 

能量也是周期 性的： 

e 3 (k + b ) - e t ( k ). (55. 7) 

函数 （55. 2) 式同 0 由电子波函数——平面波少=常数 x exp (ip • /*/6)有某 
种相似性.这时恒矢量狀作为守恒量.我们又得出电子在周期场内准动 量的概 
念（如第五卷§71中的声子）.我们着重指出，在这种情况下根本不存在真正的 
守恒动量，因为在外场内动量守恒定律是不成立的•但是，绝妙的是在周期场内， 
电子仍然可以用 某一恒 矢量来表征. 

在给定的准动量为狀的定态上，真实动量以各种概率可有无穷多个 +6) 
形式的值•这是因为，空间周期函数展成傅里叶级数，含有形为，〃的 各项： 

= V a, 

因此波函数 （55.2) 分解为平面波 

= X (55.8) 

b 

展开系数仅依赖于 U +6) 之和的事实，表明在倒格子中的周期性质 （55. 6) .需 
要着重指出，这个事实[连同性质 （55.6)] 不是加给波函数的条件，而是场 U ( r ) 
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的周期性的自然结果. 

矢量 A : 在物理上的一切不同值皆分布于倒格子的一个元胞内.这个元胞的 
“体积”等于 （2 Tt ) 3 A ;， 其中幻是晶格本身的元胞体积.另一方面，用 A /2 ir 空间的 
体积来决定与其对应的（物体每单位体积的）状态数.因此，每个能带里的状态 
数等于1/^即等于晶体单位体积中的元胞数. 

函数 & U ) 除了在*空间内的周期性外，还有与晶格方向对称性（晶类）相 
对应的转动和反射对称性.并且，不论在此晶类中是否存在对称中心，总有 

s,( -k) -£ t (k) , (55. 9) 

这个性质是时间反演对称性的结果.事实上，由于这个对称性，如果电子的 
定态波函数，那么其复数共轭函数也 :; 也是描写同一能量的某个态•但在平移时， 
少,1 要乘以 ' 即与其对应的准动量是-灸①. 

下面我们研究周期场内的两个电子.把它们看成一个波函数为分 （ G , q ) 的 
系统，我们发现，在平移时这个波函数应该乘以型的因子.这里 j 可称为系 
统的准动量•另一方面，电子间的距离很大时，波函数 ^( r , ，/" 2 )归结为单电子波 
函数之积，且在平移时乘以广由于要求此因子的这两种写法一致，我们 
得到 

k=k i +k 2 +b (55.10) 

特别是，由此 得出： 在周期场中运动的两个电子碰撞时，其准动量之和的守恒性 
精确到可差一个倒 格矢： 

fc , +* 2 =*；+*； +6. (55.11) 

在定义电子平均速度时，还要说明准动量和真实动童间进一步的相似性.计 

算平均速度，需要知道 A : 表象中的速度算符 4) = A 在此表象中，算符作用在任意 
披函数按本征函数也 4 展开的系数（^上： 

Z / C .W k ‘ (55.12) 

首先求算符？.我们有恒 等式： 

〜 = Z 少 ,*屮々= X / ( ~ * + ie， * 

对第 一项分 部积分，在第二项中将周期函数 a 〜/ 从（类似 u , k 本身）按 同一个 灸 
的正交函数系、展 开： 


-^= -i X (55.13) 


①在能带交*时，严格说来，由这些沦证只能彳!} 到心 （- A ) =心 u ), 其中5和 4 ‘是某能带的序号. 
然 Ifij , 适当地规定甬数 S ( A ) 的各不同分支的序号.总可获得 （55. 9) 式. 
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其中〈411214〉是常系数.得到 


= S + 多 / C ik (sk\n\s'k)x{f a . k ^k = 

= Z / { ] ^ + X (s'k\0\sk)C, k ]4 ， ^k. 


另一方面，按算 符卩的 定义，应该有 


Nt = X f (O/k- 


与已得表达式比较，则得 


(55.14) 


其中（厄米）算符6由其矩阵 Ufc > 给出.重要的是，这个矩阵对指标 ife 是 
对角的，因此算符 / i 同算符 （ sit 是可对易的. 

按一般的原则，电子的速度算符是由/ 1 算符同哈密顿算符的对易关系得到 

的•在 * 表象内，哈密顿算符 A 是元素为 e ,{ k ) 的对角矩阵，其指标是和能带 
序号而只作用在变量&的算符 d / 狄是对指标 s 的对角矩阵.因此表式 


■^舞 -士 (嘈 


中的第一项是对角矩阵，其矩阵 元是： 


de ,( k ) 




n 矩阵元同/2矩阵元的关系是 


{ sk \ Ois ' k ) - e ,( k ) - e ,.( k ) ] ( sfcliiIs ' fc ). 


( sk\v \ s ' k ) =( sk \ S 2\ s , k ) As ^ s r ). (55.15) 


这个表达式在时变为零，即 A 没有按能带序号的对角元.这样一来，终于求 
得电子速度的矩 阵元： 

( sk\v hfc ) = -~~ T - ， < sk\v \ s ' k ) =( sk \ fi \ s , k ) As ^ s '). (55.15) 

na/C 

这个矩阵的对角元是速度在有关态上的平均值.于是，此值作为准动量的函 
数表示为 

_ d € t ( k ) 

v ，- _^ r ， (55 - 16 > 

它完全类似于通常的经典关系. 


(55.16) 


①确切地，应该说成 ** 表象.我们记碍，在这个表象中的波闲数并非完全任意的，它们应该对 * 
为周期函数. 




§55 周期场中的电子 


. 215 - 


迄今为止，我们的叙述都没有涉及电子的自旋.当忽略相对论效应 （ 6旋与 
轨道的相互作用）时，考虑自旋将单纯地使准动量值为 A : 的每一能级产生二度 
简并，即在空间某一确定方向自旋有两个投影值.当考虑自旋-轨道相互作用 
时，情况随晶格是否有反演中心而不同. 

周期场中电子的自旋-轨道相互作用用算符表示则为 

U) • V, (55.17) 

4m c 

其中 o •是泡利矩阵（参阅第 IV 卷 §33) .这个算符作用的波函数是一阶旋量屮, 4a , 
其中 a 是旋蛩指标.根据 Kramers 定理（参阅第三卷 §60), 对任何电场（其中包 
括周期场），复数共轭旋量和总是描绘同一能量的两个不同的态.因为， 
此时函数也:;。对应于准动量所以我们重新（现在已经计及自旋-轨道相互 
作用）得到 （55. 9) 型的关系 

e tc { -k ) =〜.（*)， (55. 18) 

其中指标 o ■和 〆 用以区分两个不同（时间反演）的自旋态①. 

当然，等式 （55. 18) 并不意味着前面说过的那种简并，因为能量在等式两侧 
分属于不同的 A 值.但是，如果晶格具有反演中心，那么 Jt 和 - Jk 的状态便有相 
同的能量.这时我们得到等式 e sa ( k ) 这再一次表明准动量确定的每 

—能级有二度简并. 

除了与时间反演对称有关的简并外，周期场中的电子还可能有晶格空间对 
称所引起的简并.这些问题后面在§68里将要阐述. 


习 


题 


U ( x ) 


1. 试求在如图10所示的周期场内做一维运动的电子的色散规律 （ R . Kro - 
nig, W. G. Penney, 1930) 

解 ：在阱 I 的区域 （0< x < a )， 波函数为 
少二 c〆 、' + c 2 e — ， k , =： y 2 me / h , (1) 

而在势垒 II 的区域 （- 6<: t <0)， 波函数为 
ip - c 3 e ,K2 ' + c 4 e , k 2 = ^/2 m{e - V 0 ) / h . 

( 2 ) 

在另一个势垒的区域，要求波函数与 （2) 只是相 
因子 e iA … fc > 不同 U + 6 是场周 期）： 


II 


m 


-b 


a^-b 


图 10 


①计及 G 旋-轨道相互作用，自旋投影箅符同哈密顿算符已经不对易.所以这个投影不守恒，因 
而，严格说来， A 旋态+可用这个数来表征. 
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^ = e , i < at 4) [ c 3 e i * 2(l ' <, " 4) + c 4 e ' iK2{x ' a ' l，) ] (3) 

少和 〆 在点 Z =0和 X = <2的连续性条件，对于 q ，…， C 4 给出四个方程；这些方程 
的相容性条件导致色散方程 

cos k(a + b ) = cos K { a • cos K 2 b ) sin / c,a • sin tc 2 b . (4) 

乙 \ Kj K t f 


^ / I t K \ 

cos k(a + b ) = cos K,a • cosh I K 2 b I -f — ( -- - - ) sin K,a • sinh I k 2 6 I . 

2 \ K , I K , I / 


这个方程不是以显形式确定待求的关系€(^).在 < ?<(；。时，《： 2 为虚值，于是方 
程应写成下列形式 

I K 2 I AC, 

k 2 

(5) 

如果在 （5) 式中，在 U c b = 常数 EPa 条件下取极限 u o -^ oo 彳―0,则得色散 

方程 

Pma 2 sin /c,a 


cos ka = cos K t a 


( 6 ) 


h 2 K,a 

这个方程解决了 S 函数各峰组成的周期场 

U ( x ) - aP Z 5(* - o . n ) 

a 

内的能谱问题.在图11上用图解法给出方程 （6) 的根的分布.这里描绘的是方 
程右侧作为 k , a 的函数的图像.当函数取遍±1间的所有值时，方程的根值跑遍 
横轴上粗线段所表示的区域. 



2. 试求弱周期场 f / U ) 内粒子一维运动的色散规律. 

解： 将场看作微扰，从零级近似出发，.粒子进行以平面波 

广（：） ={ Na )~ l/2 ^ 

描写的自由运动（归一化取成在 / Va 长度 ii 有一个粒子，《是场的周 期）； 粒子的 
能量= W /2 m . 将周期场(幻表示成傅里叶级数的形式： 

ac 

U ( x ) = ^ U a e 2l,inx/o 
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这个场对平面波所取的矩阵元只在波矢为 A : 和 f = A + 2irn/a 的态间跃迁 
才不为零，此时 

在微扰论的一级近似下，能量的修正是由一与 A 无关的常量对角矩阵元 
^ (1) = U tk = U 0 给出的，即能量的原点只作位移而已.但是，在 k = Tm / a ( n = ±1， 
±2 ,…） 值的邻域，能级是个例外，在这些点上&与 k' ^k-2irn/a 的值只差一符 
号.因此，能量^° ) (&)和/° > (^)是一致的.于是，在这些值的邻域中，能量相近 
状态之间的跃迁矩阵元不为零.为了定出修正值，就需要借助于本征值相近情形 
的微扰论方法（参阅第三卷 §79), 第三卷的 （ 79.4) 式给出答案.根据该公式，现 
在有 

s n {k) =y[^ ,0) (^) ^e i0) (k~K n )] ± 

±{{[s^W-e w (k-K n )r + \U n \ 2 }\ 

其中心并删去了可加常数[/。；平方根前符号的选择应满足如下的要 
求： 当远离 A = ± k n /2 值时，函数 占（ A ) 应过渡到 e w ( k ). + 号和-号分别对应 
于值域 Ui > \ k n /2\^\ k \ < U n /2 I , 在点公= ± k n /2 上函数 eU ) 经历数值为 
21 " n l 的跳跃■在图 12 a 上，描绘出的能量 HA ) 是作为变量&的函数，&的取值范 
围为 - co 到 co • 如果将 / c 值（准动量）取在 ± Tt / a 之间，就得到图 12 b , 其中绘出 
头两条能带. 



⑷ (b) 


图12 

我们注意到图 12( 同图 H —样）的能带并不交叠，这是周期场中一维运动 
的普遍特性.每个能级（按的符号）是二重简并的，在一维运动时完全不能出 
现更大的简并度•我们还要指出，在一维运动情况，每个能带的边界[能量 E ( k ) 
的最小值和最大值]对应于数值 k =0 和 k =Tr/a. 这是因为，在禁戒区间相对应 
的能量，其波函数在平移一个周期 a 时，需乘以某一实数因子（因此在无穷远处 
波函数变为无穷大），而在能量的允许区间，在平移时，波函数需乘以因子 e i4 ' 
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于是，在禁戒区间和允许区间之间的边界上，这个因子应同时为模等于1的实 
数.由此得出 h 等于零或等于 TT . • 

3. 试求下述一维周期场内粒子的色散规律，这个场是满足准经典条件的二 
列对称势阱（因此粒子透过势阱间势垒的概率很小）. 

解： 类似求解双势阱中能级分裂（第三卷 §50 习题 3) 问题的步骤 .少。（；0 是描 
写在一个势阱中运动（具有某一能量 e 。， 图 13) 的归一化波函数，也就是说从势阱 
两侧离开边界时波函数按指数函数 衰减； 这个函数是实函数，而且可以是变量 x 的 
偶函数或奇 函数. 对于周期场内运动的粒子，正确的零级近似波函数是求和式 



图13 

00 

巾 k(x) = c 2 e' k Ux - an) ， ( 1 ) 

-» 

共中 C 是归一化常数（当平移时，这个函数应该乘以因子 e iifl ). 

写出薛定谔方程 

中1 + 学 [£■(&) ~ ^( x )] if/ k =0 , 

中 I + ^[ - ^(x) ]ijf 0 = 0 . 

第一个方程乘以屮 0 , 第二个方程乘以么，逐项相减，并在界限 - rt /2， fl /2 内（图 

13) 对心积分，我们指出，因为乘积在时处处很小，那么 

。/2 

• KU ) 屮 o ( 工）& 

J - a/2 

我们得出 

芯(幻 - s 0 

在求和式 （1 〉中，当 X 二 an 时应当只保留 n = 0和 R =丨的项，并且根据函数 
的偶奇性少 0 ( = ±<々 0 ( f ) ，有 

A ( a /2) = C ^ 0 ( a /2 )(l 
^；( a /2) = Cif ；' 0 ( a /2){ l + e ' ka ). 
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同样，在; t = - a/2 时，只应保留 /1=0 和/» = 1 的项.结果得到 
eW -e 0 = )^(f ) cos ka. 

这里尚需代入值 

Mf) = -\C w 幻 1 心 ’ 

*K(f) =^^。(！)- 

其中 w 是粒子在势阱中振动的经典频率内是与能量 e 。 对应的反转点.最后得到 

e(k) - s 0 = ± cos ka ， D = exp [ - -7- f ^p(x) \dx . 

tt L « J*o 

这样一来，在孤立势阱中运动粒予的每一能级将展成宽度为 2 h < oD i /2 / iT 的 
细能带，这个宽度决定于两个势阱间势垒的透射系数认 


§56外场对晶格中电子运动的影响 

我们研究晶格上施以一恒定磁场 H 时电子的运动.在坐标表象内，电子在 
周期场 t /( r ) 内的哈密顿量为 

+ (56.1) 

2m 

(其中户= - ift ▽是真实动量的算符），由此出发，按通常方式引进外磁场后 

々4(卜 >) 2+ "⑺， （56 . 2) 

其中 A ( r ) 是场的矢势•但是，在场足够弱的情况下，过渡到准动量表象，可以使 
问题得到合理的简化. 

鉴于晶格中电子能带结构可以有多种多样的形式，因此只能以相当粗糙的 
方法对于弱外场的条件进行一般的描述.设电子在施加外场之前处于某个确定 
的（第 s 个）能带中，我们用&表示作为这个能带特征的能量最低值，例如，能带 
的特征宽度或到邻近能带的距离[即给定 A 时的差值& U ) - a , ( it )]. 如果认 
为磁场是弱场，无论如何必须满足条件 

ho) H « e 0 , (56. 3 ) 

其中“拉摩频率〜1 6 |///爪’0,而/71‘〜从/〃是电子的有效质量.① 

如已述及，在无外场时晶格中电子在 A : 表象的哈密顿量是元素为&(幻的 


①频率更梢确的定义由后面公式 （57. 7) 给出.对于金属中的传导电子（参阅后曲的 §61) 特征值 
是晶格常 数）； 再取 q 我们得到与不等式〜 》 a 等价的条件 （56.3 其中“轨道半 
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对角矩阵.在有外场时，电子的哈密顿量还将包含矢势 A ( r ) 及其对坐标的微商， 
即场强(而在非均勻场时，还有场强的高阶微 商）； 在 * 表象中函数/!(/•〉改为 

算符4 =4以），其中^算符由 （55. 14) 式给出. 

矢势 4(/0 是坐标的增函数（对于均勻场，遵从线性规律）.鉴于势的这种增 
长，甚至对于弱场，势在无限大系统（晶格中的电子）的哈密顿量中也不是微扰. 
因此，即使弱磁场也会明显改变广延系统的性质——使连续谱变成离散谱（能 
级 M 子化，参阅§ 58 )•而弱场（不问于势）的强度只带米小的修止项. 

我们指出，在忽略这些修正项时，只由一些规范不变性的要求便可用一般形 
式阐明哈密顿量同场势的关系.因我们研究的是恒定场，所以当势和波函数进行 
与时间无关的变换 


A-^A + V /, fj/^exp I ^/j (56.4) 

时，利用方程的不变性就足够了.这里 /( o 是坐标的任意函数[参阅第三卷 
(111.8-9) 式]. 

在弱场中，势 4(0 是坐标的缓变函数.由于要阐述这个缓变性所起的作用， 
我们首先研究恒定势场这种极限 情况: A ( r ) =常量=4。（当然，恒定势是虚构 
的，此时不存在真实的场，因此谈到的是一个形式的变换）.从 A =0过渡到4 = 
A 0 等价于 / = A 。 ，/■时的变换 （56.4) ;因此代替原来（在 A =0时）本征函数 

= u . k^' r (56.5) 

的是新哈密顿量的本征函数 

M li (r)exp +^-A 0 )rj. 

由此可见，为了赋予准动量以原来的意义（平移时决定波函数相位改变的量）必 
须取*+64 〆 ^:=无;这样，定义的量 A ： 可称为广义准 动置. 此时，新本征函数写 
为 

^.k = u t . K - t 4 l/ nAr)e iKr . 

与这些函数相对应的电子能量为现在我们能够 断定： 
势 4( f ) 虽非恒定，但在空间缓慢变化时，“零级”波函数近似（对场强而言）是 

^ iK - U ,. K -^ A ( t ) nc tJC r - (56. 6 ) 

(由于4是变化的， U 已经不是严格的周期函数）.①现在，能量 4( 夂应 


①如果按函数系展开函数 （56.6) •那么.一般说来.在展开式内要包括不同 S 的函数.但是，应 
强调 指出， 这决不意味着真跃迁到另-•个能带，而只表明波函数在恒定场影响下的变化；由此联想到，恒 
定场根本不会引起使 能设改 变的真实跃迁.为阐明这种情况，应注意到：虽然场是微弱的， 但与此 相关的 
态分类的改变（其中包括淮动 fit 与能貴的对应）却是明显的. 
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当看成是在 A ： 表象构成哈密顿量的 算符. 此时，在同样的近似下，应把 > 理解为 
算符；^ id / a / i ：， 而把定义式 （55.14) 中第二项 li 删去.实际上，算符 id/dK 作用 
于波函数时，按数量级看，是用“轨道线度”~乘以波函数.而 r w 随场的减弱而 

增大，至于算符 h 作用于波函数，其结果并不包含这种增大的因子.在这个意义 

上，算符在弱场中较 id / dA ： 小.另一方面，因为算符 d / dX 按能带序号是对角 
的，则哈密顿量也是对角的. 

这样，我们得出结 论：晶 格中的电子于弱磁场（在尺表象中）用哈密顿量 

H,=e,[K-j-A(r)] f r = i (56.7) 

来描述 （ R . Peierh , 1933) .于是，在这个近似下完全类似于在动量表象内自由粒 
子的哈密顿量中引进磁场的方法. 

因为不能确定不可对易算符（矢童6 = if - ei / 觖的 分量）的作用顺序，所以 
(56.7) 还不能完全确定.而作用顺序的确定应该保证哈密顿量的厄米性.原则 
上总是吋以做到的，只要把（在倒格子中的）周期 函数心（幻展 成傅里叶级数型 

s ,{ k ) = /4 ja e '* a (56. 8) 

a 

即可（按正格子的所有矢量 fl 求和）•在这个级数的每一项的指数函数里用石代 

替 A :， 将只剩下一个算符（矢量 i 在 a 上的投影）.因此不出现作用顺序问题 ，一 
切都归结于这一算符的幂.当然，这样的“厄米化”方法不是唯一的.然而，重要 
的在于不同方法间的差别已超出所考虑的近似范围.因为在上述的近似中，算符 

hk 的对易子都是小量.例如，对于均匀场算符 

(56.9) 

容易直接计算出来.对易子 

… （56.10) 

正比于微小场强 

算符; ■ = id / d / i ： 与 K ^ K 的对易规则和“自由”粒子（无晶格）的坐标与广义 

动量的对易规则完全一样.因此计算算符^和左与哈密顿量的对易子，自然导致 
算符方程 




(56. 11 


这组方程具有通常的哈密顿方程的形式[其计算可参阅第三卷的公式 
(16.4-5)]. 
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我们再说一遍， （56. 7) 式的哈密顿量近似的含意，是其中忽略了与场强《 
有关的各项以及不含数量级为轨道线度的大因子项.在高级的近似中，结果 

还可以表示为某个有效的哈密顿量反 （夂 - ei / k ， 好）的形式，它按能带序号是 
对角的，并且已经不能仅通过函数 A ( A ) 来表达①. 

在忽略自旋-轨道相互作用时，计及电子自旋将使哈密顿量中出现通常描 
述磁矩同场的相互作用的项 -时 • 好，其中 o •是泡利矩阵，而/3= l e lft /2 mc 是 
玻尔磁 T . 如果晶体具冇反演中心，白旋-轨道相互作用只改变电子的磁矩，囚 
此自旋同磁场的相互作用为 

(56.12) 

实际上，在这种情况下对于同时进行时间反演和空间反射，哈密顿量必须是不变 
的.在这种变换下，应该进行 - H 和 cr — - o •的变换而使 A : 保持不变. 
(56. 12) 式是满足所提要求的普遍表达式.当然，张量 LU ) 是不能在普遍形式 
下进行计算的. 

最后•我们讲一讲给晶格施加弱电场£时电子的行为.弱场的条件是指电 
场中在距离 ~ a 匕电子所获得的能量小于特征能量 

与磁场的情形一样，最起作用的项是含坐标增函数的项，即电场标势 cp { r ) 
的项.利用类似前面的讨论，也能以一般的形式阐明哈密顿贵与 p (/*> 的关系.实 
际上，施加一个虚构的恒 定势* =%等价于在薛定谔方程中给能量附加一个常 
数印。；这个常数项也加在所有的本征值 g ,( k ) t - 当势 WO 不恒定，但在空间 
中缓变时，类似的算符项应追 加一个 A : 表象中的有效哈密顿量： 

=€,( k ) + e < p ( f ). (56. 13) 

§57准经典轨道 

我们把上节获得的结果运用到电子在磁场中进行准经典运动这一重要情 
况.如所周知，准经典条件是 ：粒子 的德布罗意波长在粒子的线度上变化很小.现 
在，这个条件等价于不 等式： 

r „ » A , (57.1) 

即轨道的曲率半径远大于波长 A 〜 l / k ®. 

① 计算修正项的简单例子将在§ 5 9中给出.以 // 的幂级数形式得到哈密顿里的正规方法，以及此 
级数带头项的一般表式在论文： B . 1. Blount , Phvs . Rev . 126,1636( 1962) : Soliod State Physics , 卷 13,页 306 
(1如 3 )中部有表述.茯们指出，如果晶体具有反演中心，则级败始于项（参阅 §59). 

② 一 般说来，这个条件强于条件 （56.3) •但如果 A ~ l / a ( 金属中传导电子就是这种情 况）， 则两个 

条件变为一致.而 II .实际上总可以得到满足.在~ 时，条件 » a 导致要求 

H « ch /\ e \ a 2 ~10*-.10 9 0 e (奥斯 特）. 
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在准经典条件下，粒子轨道的概念便有意义 j •轨道由运动方程来确定，而 
运动方程是用相应的经典量 


hk = ~ 


dH 

~dr 


an 

hdK 


H = e(K-^-A{r) 
^ tic 


代替 （56. ii ) 式中的算符而得出的（为 r 简化略去下标我们展开这些方程， 
以“动理学的准动 量”： 


k = K - 4-A(r) 
he 

替换广义准动量 & 

我们有 

Uk e6A(r) dH e dA, 

— . — + - - - =-= — V ； • 

dt c dt dr c dr 

在此写出 cL 4/ d ^ = ( t ; •▽)々， 并注意到 

( V )/4, - (« • V )/4 =v x ( V x A) =i> xH, 

便获得运动方程 

hdk e de(k) 

-r- = ― v x rt , v - ,, 

6t c hdk 


(57.2) 


这个方程只由于另一种 dA ) 关系而与通常的经典洛伦兹方程不同，其中代 
替简单的二次函数的是复杂的周期 函数; 相应地，关系式 V ( Jt ) 也是这种复杂的 
周期函数. 6然，这种情形要使电子运动的性质产生重大变化. 

我们研究电子在均勻磁场内的运动，用》乘方程 （57. 2), 用通常的方法求出 
hv • dk/dt = 6 e /6 t =0.再用 Z / 乘方程（5 7 . 2) •得到 d ( i / • 幻 /df =0.这样，电子 
在晶格内运动如同自由电子在磁场内运动一样： 

e = 常量，、=常量. （57.3) 

(::轴沿磁场的方 W ) •等式 （57. 3) 决定电子在 it 空间的轨道.几何上，这个轨 
道是垂育于磁场的平面与等能面 H *) =常馕相截的截口曲线. 

等能面会有各种形式•在每个倒格子原胞内，这些等能面可以有几个彼此 
不相连的叶片.这些叶片可以是单连通的或是多连通的，可以是闭的或是开 
的.为了阐述后一种区别，最好来研究周期地延伸在整个倒格子的等能面.在 
每一个倒格子原胞里有相同的闭空腔，而开的等能面连续地通过整个格子并 
延伸至无穷远①. 

等能面的截面由无穷多个截口曲线构成.这里既包括倒格子一个原胞范 
围内等能面不同叶片的截口曲线，也包括在+同原胞内重复叶片的截口曲线. 


①为避免供解，应5指出.倒格子原胞不能这样选取.即所有本质不间的（即 +是周 期性重复的） 一 
些闭空腔处在一个原胞内而不被原胞界而截开. 
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如果等能面的叶片是闭的，那么它的所有截面也都是闭曲线.如果叶片是开 
的，那么它的各截面既可以是闭的，也可以是开的（即连续地延伸到整个倒 
格子）. 

运动的准经典性也意味着 磁击穿 （magnetic breakdown ) 的概率很小，即电子 
的准动量不大可能跃变式地从一个截 U 曲线过渡到另一个截口曲线（在本节最 
后我们还要讨论磁击穿概率很小的条件）.于是，当忽略这个可能性时，电子就 
只在等能面的一个截口曲线上运动. 

现在我们详细研究在准动量空间内沿封闭轨道的运动.显然，这是时间上的 
周期 运动; 我们来确定它的周期. 

把方程 （57. 2) 投影到与场垂直的平面上，得到 

札 \ e\H n ~~ r 

d 7 = ^- ~ = 


其中 d/ A = “4; 是 k 轨道的线元.由此得到 

ch [ 

TTTtf J 

如果轨道是封闭的，则运动周期由对轨道全路径的积分 


\ e\HJ 


6 L 


(57.4) 


给出.这个表达式可用下面的方法变为更直观的形式. 

用平面、=常量截等能面 e = 常量，其截面积取为.在这个平面上 
两个路径 e =常量和 = 常量之间的环宽在路径的每一点上是 

dg _ dg 

I de/dk L I hv L * 

内而这 个环的面积是 


dS = dff <(> -— ， 

J hv ^ 

由此可见 ，（57. 4 ) 式中的积分，正是偏微商 dS / de . 于是，运动周期为 

ch 2 dS(e,k t ) 

\e\H de ’ 

( W . Sh oc ldey ，19 5 0) .在此，自然地引进称为晶格中电子的回旋质置: 

. h 2 as 

电子在轨道上的回转频率通过这个量用公式 

co H = I e I H/ m’ c 


(57.5) 


(57.6) 

(57.7) 
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表出，它同自由电子拉摩频率著名公式的区别只是将质量换成 ® 

但是，我们强调指出，晶格中电子的回旋质量不是恒量，而是£和&的函 
数，所以各个电子的回旋质量也不同.还注意到，这个量可正 可负； 在前者电子作 
为荷负电的粒子沿轨道运动，后者是作为荷正电的粒子——空穴——在运动.与 
此相应地说成电子轨道和空穴轨道. 

到目前为止，我们讲过的是在 * 空间的电子轨道.但是，容易看出，准动量空 
间中的轨道和普通空间中的轨道间存在密切的联系.运动方程 （57. 2)’ 改写成形 
式 


hdk^ -—drxH. 
c 

积分后（适当地选取坐标 r 和准动量 ft 的原点）得到 

hk = (57.8) 

由此看出，普通空间中轨道的叮投影，本质上是*轨道的再现，只是取向和比例 
不同 而已； 从 A 轨道经变换 

, - \e\H . \e\H 

便得出普通空间轨道.除此之外，在普通空间有以速度& = 沿 2 袖的运 

动•如果在 A 空间的轨道是封闭的，那么普通空间轨道就是以场方向为轴的螺旋 
线.如果轨道是开口的，则甚至在普通空间中轨道在 W 平面上的投影也是开口 
的，就是说，在这个平面上运动可通向无限远. 

再说一下晶格处于恒定均匀电场£中电子的准经典运动.由准经典方程 


hie =$,我们有 


,, eE 

Ar = fc 0 + —^ i , 

(57.9) 

再根据能量守恒定律，有 


e { k ) -e£ ^ =常量. 

(57.10) 


但是，能量 4 A ：) 是在有限区间(能带宽度）内取 值的； 因此，从 （57. 10) 式得 
出，在均勻电场内的电子沿场方向做有限运 动：电 子在这个方向以振幅 \ s /\ e\E 
振动.如果电场平行于任一个倒格子的周期\则运动就是频率为 wsZTrleli ：/ 
^ 的周期运动；当 b 〜 \/ a 时，有 〜 对于场方向任意这种一般情况， 
运动是准周期的. 

最后我们讨论前述可以忽略磁击穿的 条件. 如果这呰轨道在某处反常地接 

① 自由电子的等能面是半径为 s = ； i 2 fc 3 /2 m 的球面，它的截面是面枳为 SswUme / T 2 - W ) 的圆， 
所以微商 aS / d 衣 =27 rm / A 2 ，因而 • = m . 
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近，那么从一条轨道过渡到另一条轨道（在空间）的概率 
自然就大.这样的情况出现在 ：当 轨道与具有自交叉的轨道 
相接近时，或者轨道在等能面两叶交叉点附近.（也就是简 
并点附近）通过时.这些情况的轨道的典型图像如图 M 所 
示：轨 道间的间隙鉍小于整个轨道的特征线度.而在其最 
近处的轨道曲率半径&，一般说来，与敁同数量级.借助 
量子隧道效应可以从一条轨道过渡到另一条轨道.如果从 
大于距离 AM 在这个距离上，波函数在经典不可到达的轨 
道之间的区域内要衰减），这个过渡概率+大（按指数函 
数）. 

利用电子在磁场内的运动与在某个势场 （/(*) 内的一维运动的相似性可以 
估计出 At . 这个相似性来源于 ：根据 （56. 10) 式，算符$三之 k / UI // 和$ = < 
所满足的对易关系同坐标和动量的对易关系一致.在最接近点附近，轨道是 
抛物线.它们类似于均匀场 （ t /= -仏）中一维运动的抛物线相轨道（2，；>)，其 
方程为 p 2 /2 m = /^( 如果 x 自转向点算 起）. 在这种情况，在反转点后的距离 
△ P ( fi 2 / mF ) 1/3 上的波函数将衰减掉（见第三卷 §24); 引人相轨道的曲率半径 

d\/dp 2 )• 1 ~ ,可写出 M 〜 （ h 2 /R ) 1/3 .根据所指出的类似性，可借代换 

Ax-^hcAk t /\e\H, | e 丨 ff/ c 得出待求量 A/c x . 于是获得△屹 

(lei H/hc) 2/i ( SA ) • 1/3 ,并且，条件厶 < « 队变为 

\e\H/hc «{hk ) 2 ( 57 . 11 ) 

的形式. 



§58准经典能级 

我们看到，处在外磁场中晶格里的电子在 * 空间沿闭合轨道的经典运动，对 
应着普通空间中与磁场 H 垂直的平面上的有限运动.当过渡到量子力学时，在 
每一个纵向准 动量卜 的确定值都出现离散的能级.这些能量值由准经典量子化 
的一般规则确定. 

我们选择均勻磁场（方向沿 2 轴）的矢势形如：七= -Hy,A y =A t =0. 这时， 
广义准动量的分量为 

= k ，豈打7, K , = k y , 尺，=左:， (58.1) 

坐标 x 是循环变最.因此.广义准动鼉的 x 分量 守恒： 

心 =、+*办=常量. (58.2) 

根据玻尔-索末菲量子化规则（参阅第三卷 §48) ，写出条件 
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— ^ r dy =«. (58.3) 

这里的积分取运动的一个周期，并假定 n 是大的正整数①.根据公式 （58. 1 -2) 
将尺 ，二 < 和 dy = ~( ch /\ e \ H ) dk x 代人，我们得到 

2^ uTh \ fMt 卜 （58.4) 

现在，这里的积分取在*空间中的闭合轨道上.这个积分正是轨道包围的面积, 
也是前节引入的被平面1 =常量截得等能面的截面积 S (6 屹）. 

于是，最终得到 


S ( e , k t ) =2 tt — — n . (58. 5) 

cn 

( H . M . nH 4> mMu ,195 l ； L . On Sa ge r ，1952) •这 个条件以非显示的形 式确定出能级 
心 （ U . 于是，能带（为简单计我们不写出序号 d 分解为朗道次能带的离散系 
列，其中各条次能带都是以连续变量&值来区别的. 

如所周知，准经典的量子化条件由于引入一修正项而更加准确，这个修正项 
归结为对一个大的量子数 n 附加数量级为 I 的数.为确定这个修正项，需要考察 
(58. 3) 式中限定积分范围的各“转向点”附近的运动. 

在电子轨道上心=\与 y 的关系，当给定、值并在、=常量时由方程 

e ( A :) (尺， ) =常量 (58. 6) 

来确定；转向点 ： K =7。由速度 t- r = de / hdk y 变为零的条件来确定.在这点附近，按 
r - ro 的幂展开方程 （58. 6) 而得出 

KS )。 =0 . 

其中\ =<(: K 。）. 由此可见，按平方根定律 

K ~ k r Q = ±A Vr-ro. 

来逼近转向点（为明确起见，我们认为经典不可到达区域在 y < y 。）. 但是，这个 
定律正是准经典量子化中通常导出修正项的方法（参阅第三卷§47, §48) 所涉 
及的定律.于是 （58.5) 的精确规则为 


人 ）=2 tt ( n + 士). (58. 7) 

①在均匀磁场内运动•与欠•势选择无关的浸渐不变积分 4 + *：,. 办， K 中无，是与 场垂直 T 

面上的广义准动量的投影（对比第二卷 § 21 ) .矢势 4 在所选的情况下，积分 f 心心 = K , j 6 x = 0 , 所以浸 
渐不变贵冏（58.3)式中的积分一致. 
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从推导中知道（基于函数 （58.6) 的展开），为了使精确的量子化规则变得有 
效，轨道需要充分远离函数 WA :) 的各奇点（其中包括复数的支点）.在轨道附近 
处处不应破坏准经典条件（特别是速度心/狀的 x ， y 投影不要变为零）最后， 
必须注意到作为一切推导基础的哈密顿量 （56. 7) 是近似的.如果格子有反演中 
心，哈密顿童的修正项便是场强的二次函数，因而不影响条件 （58. 7) .但是，若 
不存在反演中心，哈密顿量的修正项便是的线性 函数： 在这种情况下 ，（58.7) 
中的修正项1/2便失去意义，因为哈密顿量的近似性也会造成同数量级的误 
差.② 

两个相邻能级的间隔 As 与大数 n 改变1相对应.于是 As 由等式 


de tie 


(58.8) 


来确定.引人周期运动的经典频率根据 （57.7) 我们得到 

= h ( o H . (58. 9 ) 

应强调指出，频率本身是的函数.因此，相继的能级^ (在给定、 
时）不是严格等间隔的，这和自由电子情况不一样，在那里是常数. 

能级与守恒量心无关（与磁场中的自由电子一样——参阅第三卷 §112), 
表明它们是简 并的. 如果设想晶格具有大而有限的体积 h 那么简并度将是有限 
数•在区间且 n 为给定时，状态数为 • d </(2 Tr ) 3 , 其中 AS 是量子数为 n 
和 n + 1 的两条轨道间所包平面、=常量的面积.这个面积由公式 （58. 8) 给出， 
于是，我们得到所求状态数的表达式 


叫 \ e\H 
( 2 tt ) 2 ch 

这同自由电子情况的公式一样. 


( 58 . 10 ) 


在磁场中能级简并的明显原因在于 ：能量 与电子“拉摩轨道中心”在空间内 
的位置无关.对于自由电子这个简并是精确的.对于晶格中的电子它只可能是近 
似的： 这是因为存在非均匀（周期）的电场，在晶格原胞中“轨道中心”的不同位 
置已不再等价.这一情况必然导致朗道能级的某些分裂. 

考虑电子的自旋将使每个能级分裂成 两个; 忽略自旋-轨道耦合时，这两个 
成分被恒定间隔 20 W 所分离（如自由电子一样 ） ，其中办是玻尔 磁子： 

e no ( K ) =00 +( r 卩 H , cr = ±\. ( 58 . 11 ) 


① 两条轨 ill 反常接近点附近，这些条 件弓磁 击穿概率要小的要求一致. 

② 对于自由电于（参考页的汴）.根据朗邁关于磁场中 Stfi 屯 f 的著名公式（第瓜卷§ 112), 条 
件 （58.7) 给出 

e = hto H f j + h 2 k ]/ 2 m , ut H = I c I if/mc 
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如果晶体具有反演中心，当考虑自旋-轨道相互作用时，上述情况仍然成 
立.此时，无场存在的电子态对自旋是简并的，而磁场则消除这个简并.若用 
沒么替换沒[其中表示电子磁矩的变化],结果也能得到 （58. 】1)同样 
的公式. 
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我们研究*空间 ft =幻的点，在这个点上电子的能量有 极值； 特别 
是，与能带的顶和底对应的点就是这样的点.如果在这样的点上没有简并（只 
有对自旋可能存在克拉默斯简并才是例外，参考 §55 末），那么，在该点附近 
的函数 &( A ：) 可以按差 q = k - k 0 的幂作正则展开.这样展开的首批项是二 
次项： 

=£,(k 0 ) +^-m ； k 'q i q k . (59. 1 ) 

(59. 1) 式中的系数张量 mj 1 的逆张量是，它称为电子在格子中的有效质量张 
置•下面来阐明，如何用&点的布洛赫函数也 4 。所构成的矩阵元来表示这个 
张量. 

当忽略自旋-轨道相互作用时，电子的哈密顿量是 （56. 1) 式的形式.我 

们将 

t 'W 、 (59.2) 

形式的波函数代人此哈密顿量的薛定谔 方程. 此时方程为 

{ -h A+u(rU '⑷〜，（ 59 . 3 ) 


其中户 = -a ▽，是真实动量的算符. 

在灸=心点的附近，矢量？是个小量，因此 （59. 3) 式方括号里的表达式可以 
看成微扰 算符. 在零级近似，当 q =0时函数同函数 — 致.因此，通常的微 
扰理论可以通过此函数所构成的矩阵元来表达对能量的修正. 

因为 < 是极值点，就不存在关于 g 的线性修正项.就是说，对角矩阵元等于 
零，即 

〈010 =0. (59.4) 

为了确定关于9的二次修正项，必须考虑一级微扰算符屮 〆 的项，以及二级微 
扰论中 g 的项. 结果得到的公式 （59. 1) ,其中 



(PihAPjX^ + (Pk).APi ) i ； 
( 众 0 ) — ^1 ( ^0 ) 


(59.5) 
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按所有进行求和0>.为了简化对矩阵元的描述，这里和今后将略去对角指标 
*。 : /^. =〈4。印1^。>.我们指出，若能带靠得近时（即 sn 是小置 ），（59.5) 
的第二项可以大于第一项，由此有效质量将小于 

现在假设给晶体施加 一均匀 磁场 //. 这时，在 （59. 1 ) 中用算符 


㈣-0 ， a ^ h ' [ 1 q 

替换 L 根据 （56. 7) 式便得到哈密 顿量： 

^« 0) =A(* 。） + 4-^« l 9,9f 


(59.6) 

(59.7) 


它作用在广义准动量 （2 的函数上，自然它与原来的公式 （59.1) 有同样适用的能 
量区域.这就是说，除掉弱场条件 （56. 3) 外，还假设所研究的朗道能级的位置不 
很高.在这个意义上，应该将 g 和0这两个量看成是小量（甚至在弱场，矢势4 
也有增大的特点，不能认为4小于 0). 

哈密顿量中在 （59.7) 式以后的各项均包含“纯粹”形式的场（即不伴有 
算符 d / dg ) .这样一些项 已经不 能只从规范不变性的考虑中得到.我们来确定这 
些项中的首项，它是 W 的线性项.此时，由于这个线性项较小，在计算它的时候 
可以假定 e = o . 

首先在不考虑自旋-轨道相互作用时，我们来研究所提出的课题.我们所感 
兴趣的是"的线性项，它只可能在电子的原始的精确哈密顿量 （56. 2> 中关于 4 
的线性项里出现，就是说它出现在用波函数也~对表达式 


• A +A ' p ) = -—A • p (59.8) 

2 me me ’ 

的求平均中（等式与已选的 ▽. <4 =0 的规范有关）.这在哈密顿量 （59.7) 中导 

致附加项 

H [ {) = -M H , (59.9) 

其中 


M = ~-( sk 0 \r xplskj , (59. 10) 

正好是电子在态上磁矩的平均值•我们强调指出，修正项 （59.9) 可以附加在 
哈密顿量 （59. 7〉上，而不必担心这个效应已经部分地在 （59. 6) 的替换中考虑到 
了 ；事实上，式（5 9 . 7 )中 H 的线性项在0 =0时根本不存在. 

考虑到 （59. 4) 式， p 不存在对角矩阵元，按照矩阵乘法规则我们把式 
(59. 10) 分开写出得 


①不存在按 f 的求和，因为根据 （55. 15) 式.动 = 没奋对于 Jfc 的非对角矩阵元.因此所有的 

屮间态都与间一个准 动童心 有关. 
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M x = ^ [ (f2 y ) „-(P z ) - (Si.) ,,-iPy) ,；] » 

(对于 M y % M t 也类似）；情况正应如此，哈密顿量 （59. 7 )的修正项通过箅符打的 
矩阵元来表示.借助关系式 



可将 A / 改写成如下形式 - 

fLf - ie V 1 ' ( 凡） 》-(Py) - (/ /On … /go 1 1 \ 

^'2mc ^ sAk 0 )-s s (K) ’ （59 . U) 

我们注意到，如果晶体具有反演中心，那么以及整个修正式 （59. 9) 都变为 
零.事实上，同吋进行时间反演和空间反演，电子的状态（不考虑自旋时）是不变 
的，因此等式 （59. H ) 的右侧也就 不变； 而磁矩在此变换下应该变号. 

现在，我们计及晶体中的自旋-轨道相互作用，给哈密顿量 （56. 1) 附加 

(55. 17) 的自旋-轨道项反 ，，这 将改变方程 （59. 3) 中关于 g 的线 性项： 在这一 
项中算符户变成 


n-= J p+-^crx V U. (59. 12) 

4 me 

算符士有简单的物理意 义：哈 密顿暈（包括义,）同 r 直接对易，无磁场时我们 
得到 

r =—. (59. 13) 


类似地，当有磁场时，在原来的哈密顿量（也包括分, ,） 中进行通常的代 
换 P — p - eA/c ,我们得到关于 A 的线性项形如 - 以 • A / mc ，它跟 （ 59 . 8 ) 的 
区别也是将 > 换成条对磁矩 （59. 11) 还应追加一项自由电子的自旋磁矩， 
因此有 

=扒次 klO + 盖孓 “ 70 : 〆 ');'::〜)’ 〆 70 “ (59.14) 

考虑到自旋-轨道相互作用，这个表达式的第二项甚至在有反演中心的晶体里 
也绝+等于零•事实上，时间和空间同时改变符号会导致自旋方向相反的状态. 
因此，如果在这种变换时改变符号.整个表达式 （59. 14) 仅应归结为对算符 
的平均（对照 （56.12) 式）. 
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当自旋-轨道相互作用可以看成微扰时，①我们来计算张量 G ， 改写 
(55. n ) 如下列形式 

h • i ， u xV. (59. 15) 

4m c 

把 （59. 9) 和 （59. 15) 看成微扰，我们来求能 it 的二级微扰论的修正项，此时只剩 
下对于 （59. 9) 和 （59.15) 的交叉项•这个修正项（仍然是一个关于自旋变量的算 
符——矩阵）具有 （56. 12) 的形式，其张量“等于 

c ^ V" ; (<V‘ ,(乙 * ) 〆• + ( 乙 * ), ， .( 火..） ■ ,、 

= S ik +ir X - (59. 16) 

1 ^ _ e t 

其中 HL^r xp . 

上述一切都是关于自旋以外的非简并态的.如果在时有简并，那么， 
为了确定能量，需要组成直到二级微扰[方程 （59. 3) 中的方括号]的久期方程 
(即根据第三卷公式（39. 4 )).如此，得出的久期方程的性质与&点的对称性有 
关. 我们在§ 68还要讨论这个问题. 


习 题 

粒子在任意方向的磁场内具有平方色散律 （ 59. 1 )， 试求其准经典 能级 . 

解••将张量％*化为对角型，并从极值点（为明确起见取极小值）开始计算能 
量和动量.这时 



其中 , m 2 , m 3 是张量的主值 （ 正值），用 n 表示场好方向的单位矢，有 

~ n ' k = n ] k l + n 2 k 2 + n ^ k 7 ( 2 ) 

( n ) t n 2 t n 3 是场对张量 m , 4 主轴的方向余弦），我们需要求出乎面 （ 2 ) 在椭球体 
( I )内那部分的 面积； 它可以表成对椭球体 （1) 取的积 分：② 

S = | 5(/i • k ， kjd 3 k. (3) 


① 的表达式 （55. 17) 是按相对论比值 ㈠ 々) 2 展开的第-•项此.在一定意义 {:它 总是小1.似 

是，这个微小性对于现在这个爲体能带中运用傲扰论并无关系•因此义,在所研究的问题里并不能总认为 
是小的微扰. 

② 令=常鼉是垓充某一体积的曲面族 • d / 是曲面族内两个无限接近曲面间的距离： d / = 

J //1 V /1， 这两个曲面问的体积= •其中 S (/) 是给定/佴的曲面面积.以8函数乘以等式 

5 </> <} /= IV / I 仆,冉对体积取按 d / 的积分、于是得曲面 /(*, y , z ) =0的面枳形如: S (0) = J " iV / l & COd 3 *. 在 
我们的情况下 ， ！▽ /I =1,由此得到表达式 （3). 
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代换 变量咏 = (2 em ,.) w «7,_， 积分变为 ' 

5 = h ' 3 ( m t m 2 m 3 ) i/2 j S(y • q - kjd 、. 

这里矢量"在 g 空间的分量为 K = ( 2 sm l ) 积分按球 （ 穿 2 = 1 ) 体积进行. 

积分容易在以^为轴的柱坐标系内完成，于是给出 

S(eJ0J^n 八 ” 给)， 

其中 




代入 （58.7) 中，求得能级 


\(fO : 


( 7Tt | TTI 2 TTt fTt ^ ) • 

\e\hH t 1 \ h 2 k] 


卜 +i) 


2 m 


(4) 


(5) 
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本节我们研究磁场中布洛赫电子的波函数平移对称的普遍性质，这一讨论 
是精确的，它不涉及任何近似（例如弱场条件或准经典条件）. 

施加均匀磁场并不改变系统的物理平移对称 性:在 空间它仍保持周期性.但 
是，也有独特情况 ：此时 电子哈密顿量 （56. 2) 失去自己的对称性•原因是哈密顿 
量中包含的不是悄定的场强而是与坐标有关且不具周期性的矢势 A ( r ). 

哈密顿量失去不变性自然使波函数在平移时的变换规律变得复杂起来.对 
于均匀场的矢势我们选择 规范： 

A = y // x r . (60. 1) 

且令是哈密顿 M #( r ) 的某个本征函数•在平移 r — 时是晶格的某 
— 周期）这个函数变为必 （ r +< i ), 但是，它已经是哈密顿量泠 (r + fl ) 的本征函数 
[而 #( r + «) 不同于 H ( r )]. 因为矢势已经进行了 代换： 

A ( r ) —>A (r + a ) = A ( r ) xa . 

为了找到待求的变换规律，需要回到原来的哈密顿量•进行规范变换 

A—*A + V /, /= - ~( H xa ) • r 

即可込到.这时，波阐数根据 （56. 4) 式来变换 

>(/rexp( \ef/hc ). 

所有这些操作的结果都表示成^0(0,于是得到 
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T a tl /{ r ) =^(r + fl)exp [yr - (h x «) ] , (60.2) 

其中 A = | e | 好 / Ac ， 而之 称为磁平移算符.如果少（，）是薛定谔方程 
的解，那么（60.2)式也是这个方程对于同一个能量6的解（匕？士山，1933). 
由定义 （60.2) 容易得出 结论： 

子九 = T ata .(ii{a y a') , 

w ( fl , 〆） = exp [-十 A . (a xa ') (60.3) 

交换和 W 时，因子的幂指数改变 符号； 因此，一般说来，算符和 t 
不可 对易： 


T a T a . = T g .f a exp[ - ih * (o xa # ) j . (60. 4) 

于是，两个算符之和 九, 的乘积一般说来与算符相差一个相因子.按照 

数学术语这意味着 ：算符 t 所实现的并非平移群的通常表示，而是投影表示，这 
些表示的基是磁场中布洛赫电子的定态波函数①.于是，能级的分类应该按照平 
移群的不可约投影表示来进行，就像无场时按照此群的不可约的通常表示迸行 
分类一样. 

与此相关，我 们记得 ，平移群是阿贝尔群（它全部元素都是可对易的），因 
此，它所有的不可约的通常表示都是一 维的. 每个这种表示的基函数必在平移 
时仅需乘以某一相因子，并且对于相继两次的平移，这个因子应该等于每次单独 
平移的因子之积.这就是说 


于。中 

其中 * 是常 矢量； 这个矢 M ( 电子的准动量）是给不可约表示分类的参量. 
当磁场满足条件 


A =4tt —~ (60. 5) 

q V 

时，可以对平移群的不可约投影表示进行究全分类 （ E . Brown , 1964 ； J . Zak , 
1964) .其中 p 和 9 是两个互为素数的任意 整数;七 是晶格三个任选基周期， 
fl 2 , a 3 中之 一 0 = (^ xa 2 ) . fl 3 是晶格原胞的体积•换言之，磁场必须顺着晶格 
周期的某一方向，而 Ai ;/4 irh 必须是有 理数. 等式 （60. 5) 乘以 a , ，并可将此 


①关于群投彩表示•我们在第 S : 卷§ 13 4 中已经遇到过.我们记得，算符6所实现的表示本来就称 
为群 C 的投髟表示.算符6之间的关系与群相应元素之间的关系只在稍确到相差一个相因子的意义下 
才是一致的 ：如果 C t c 2 = C 3 . 则对于算符有0,0, 这里只要求 W |2 的槙必须等于 I . 
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条件表成下列形式 

h • ( a } x < i 2 ) = 4 irp / q . (60.6) 

为了给平移群的不可约投影表示分类，重要的是从这个群中能分离出子群 
(称它为磁子 群）， 对于这个子群，不再是投影表示，而是通常表示.在遵守条件 
(60. 6) 的情况下，形如 

a m + n , qa 2 + n 3 a i (60.7) 

具有整系数 n ,， n ， ，七的平移集合便是这样的子群.事实上，当矢量 A 顺着 a 3 方 
向且满足条件 （60. 6) 时，对于所有这类平移 ，（60. 3) 式的指数因子变为零或者 
是 2 77的整数倍♦于是所有的因子 wU ， 〆 ）=1®. 平移 （60. 7) 的集合形成基周期 
为的格子（称为磁格子）.于是，磁倒格子相应地有周期 
其中是倒格子的基周期.磁子群不可约的通常表示如同整个的平移群 
一样是一 维的； 它们用波矢量（准动量） A ： 表征，波矢量所有非等价值都包含在 
磁倒格子的一个原胞中. 

令沙 (1) 是准动量为 〆 n 主反的一个这样表示中的基函数.对于该函数 

ty l ) ( r ) = ，⑴ ( r ). (60. B ) 

在以周期 h 平移（不包括在磁子群中）时，我们由 《 A <n 获得具冇别的准动量的函 
数 〆 2> .为了确定这个准动量，我们利用 （60. 4 )式和 （60. 8) 式可以写出 

K 、（ r ) = exp ( - [ a m ><< 1 2 ])匕、少⑴⑺ = 

= exp | ~ ia m - [ a 2 xh ] + ifl m - k {>) } T a ^ U) { r ) 

或者最后写成 

其中 k (2) = k n) - a . xh = K ~2- P ~ b t 

Q 

(在最后的等式中代人 （60.5) 式并引人倒格子周期 2< im 2 其次应该 

区分4为奇数值和偶数值的两种情况②. 

令9为奇数.再重复进行<? -2 次平移化，我们共获得 g 个不同的函数，它们 
的准动量分别为 

灸( 1) =夂 ， k ⑺ : K - lLb '、 …， ^ K -2 p { q ~ l ) b ^ (60.9) 

q <7 

① 一般说来.磁子辟的选择不是哦 一 的；可以选择形如= n l q l a ] -f n 2 q 2 a 2 + «, 0 3 的任意的平移 
集合来替代 （60. 7) 式，其中朽是满足 9 ,9 2 = ? 的整牧. 

② 在 <7 =丨时，磁子群间完全平移群 一致. 于是.如果 A 是 4 ira 3 / j ； 的整数倍，则平移群不可约投影 
表示同不可约的通常表示一致，而且电子态的分类与不存在场时的也 一致. 
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减去矢量~的适当的整数倍，这些准动量值按顺序变成下列 各值： 

k = K , K + ~ b ,, K ^~ b iy …， K + ^~ b " (60.10) 

9 9 q 

这兮个函数可实现平移群的 7 维不可约投影表示•当 A ： 取遍边长分别为 by q , 
b 2 / q , b 3 的原胞中所有数值（此时，准动量 f n ， V 2> ，…取遍边长分别为 h 4 〆 今， 
心的原胞中的值）时，我们得到所有的非等价表示. 

现在，令 ？ 为偶数.这时，在序列（60.9)中第（<2 + 1)个值就等于尤-冲 1 . 
此值与 X 的差别只是倒格子周期 t 的整数倍.换句话说，共有7/2个非等价的 
* 值； 它们是以？/2 代换？ 而由 （60. 10) 式给出的.因此，在这种情况下不可约表 
示是 〆 2 维的，并且 A ： 取遍以为边长的原胞中之值. 

这些结果允许我们在施加磁场时[满足 （60. 5) 式的条件]对晶格中的电子 
能谱变化的特征作出下述结论 :在无 磁场时，能谱由离散的能带组成，每个能带 
的能量4幻是准动量的函数，准动量取遍倒格子原胞中的所有值.在施加磁场 
时•每条能带分裂为 9 个次能带，每个次能带的所有能级在 9 为奇数时都有 9 重 
简并，在9为偶数时都有？/2重简并.次能带的能童可以表示为矢量 A ： 的函数 
^尺），灰所取的值为一个倒格胞的1/ 〆 （在奇数？时）或2/ 〆 （在偶数 9 吋）. 

上述景象对于磁场的大小和方向在一定意义 t 是极为敏感的.事实上，不论 
怎样靠近能使 （60. 5) 式得到满足（对某一定的的好值，总存在满足同一条 
件但9却大得多的情况下的场强值 ■因 此可以用尽量少改变场强的方法，来使次 
能带的数目变得尽量多.但应当强调，这决不意味在所观察的物理性质中也有这 
样的不稳定性.这牲物理性质主要不取决于具体的晶带结构，而取决于状态数按 
很小但有限的能量间隔内的 分布； 当场的变化不大时，这种分布也变化不大.因 
为强烈变化的并不是状态能量，而是状态的分类•后者的变化是由准动量的定义 
域的改变所引起的. 


§61正常金属的电子谱 

在正常（非超导的）金属的实际晶体里，电子形成量子费米液体，这种液体 
在第一章里已经描述过了•但是，在这里由于不是“自由的”各向同性液体，而是 
晶格的各向异性周期场内的液体，于是出现一系列区别. 

自由费米液体的能谱，是类比于理想费米气体的谱建立起来的.与此类似， 
金属中电子费米液体谱也类比于“晶格中”理想“气体”的谱来建立的.准动量做 
为守恒量的出现仅与体系的空间周期性有关（有如真实动量的守恒是整个空间 
均匀性的结果一样），因此，在§55中所列举的性质自然也可转移为金属中电子 
液体谱能级分类的特性，其中粒子（电子）的角色移给了准粒子. 

在绝对零度时，周期场中的理想费米气体粒子占满直到某个界 限值&(在 
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7’ = 0时同化学势的数值相等）的所有低能级 e ， 决定 的条件是的状态 
数等于全部电子数.这时，厲于一切 A 值的 s ,( k ) < s F 的能带完全被占满，而 
e 人 k ) 的能带是空的，而方程 

e ,( k ) - e T (61. 1 ) 

有解的能带将部分地被充填.在 A : 空间，方程 （6 i . 1) 决定了费米分界面，这个面 
把每个带被填满的态和空态分开. 

类似地，实际金属在 * 空间也存在一个曲面，使准粒子填满的态的区域（在 
r = o 时）与空态 分开； 在面的一侧准粒子的能量 e >〜，而在另一侧但 
是，我们知道（参看§ 1) ，费米液体里的准粒子概念只在费米面附近才有实际的 
物理意义，在那里元激发的衰减较小.因此，关于（在描述理想费米气体谱时出 
现的）满带的概念在实际的电子液体中便失去字面上的意义. 

费米面附近的那呰准粒子称为传 导电子 .一般情况下，它们的能量是准动量 


的线性函数，类似 （1.12) 式有 


e { k ) -£ r ^ h(k - k F ) v F , 

(61-2) 

其 中心是 费米面上的点，而 



(61.3) 

是传导电子在该点的速度.① 



在温度不等于零时，费米面附近也应有传导电子分布的“弥散区”.由此产 
生费米液体理论的适用条件 ： r << 从 F r r ，其 中卜和 t ; F 是费米面的线度和在费米 
面上的速度特征量.通常线度心与倒格胞的线度有相同的数量级，因此 〜 1 /a 
(例外的是所谓半金属——参看下面 ） •为了估算，再取& W F / m ,则得出 条件： 
r «\ o 4 -\ o 5 K , 实际上这个条件总是可以满足的. 

事实上，所有金属都冇带反演中心的晶格.根据§55末所述，传导电子（具 
有给定 A 值）的所有能级对自旋都是二重简并的（这里所说的金属既不是铁磁 
的，也不是反铁磁的）. 

费米面的形状和配置是具体金属的重要特征.不同金属的费米面 ，一 般说 
来，有各种各样极为复杂的形状.费米面可以由几个不相连的叶构成，这些叶可 
以是单连通的或多连通的，闭的或开的（可与§55所讲的等能面进行大致的比 
较）. 

费米面的封闭叶可以分为两种类型，一种是限定准粒子的满态（在 r = o 
时）区域（在£ <4的腔内部），另一种限定准粒子空态的区域 U >£ f ) .但是，如 


①在§2,从伽利略不变性的考虑中得到型如 （ 2 . n ) 的 ••自 由”费米液体有效质贵的公式当然与晶 
格中的屯？液体无关. 
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果认为第二种情况是“空腔”被“准空穴”所填满，这两种情况就可以用类似的方 
法 描述； 于是，系统向激发态的跃迁可以描写为准空穴从费米面内部向外部的跃 
迁.此时的费米面称为空穴费米面，以区别于第一种情况的电子费米面.①两种 
准粒子一电子和空穴——之间的物理区别，当它们在外场中运动时就明显表 
露出来.例如，在磁场中运动时,用来决定准经典轨道的空穴（或电子）费米面的 
—切截而，都属于§57所讲的那种空穴（或电子）类型. 

§1谈过的各向同性“自由”费米液体中费米面是球面，根据朗道的定理 
(1.1), 其半径由液体密度决定.对于金属中的电子液体也有类似的关系，何由 
于跟晶格周期性有关的特性，使这个关系的表述有某些改变. 

金属电子数取晶格一个原胞中的比较 方便； 令 n 是一个原胞所有原子中的 
电子总数.我们用7> 表示费米面填充側（即 e < e v 一侧）的一个倒格胞的总体 
积.这里总字的含义是 ：如果 与费米面各叶对应的各填充区域部分交叠，那么它 
们仍然应该独立求和.我们约定，体积以倒格胞本身的体积为单位进行量度. 
从关于区域交叠的说明 可知： 如此定义的量可以超过 1. 

我们感兴趣的命题—— Uttingei ■定理（对于金属它可代替朗道定理）可用下 
列等式 表示： 

n 戸 2 t ? = n - 2!.、 (61.4) 

其中 Z 是某一整数 （/多0) .对晶格里的理想气体模型，这个数有简单的意义：倒 
格胞中的两个（因有两个自旋态）电子，相应于每条能带全被充满，因此2/是占 
据/条低能带的电 子数； 而差》 -2/ 是部分充填带中的电子数.公式 （61.4) 所表 
示的事实绝非平凡，类似的情况在考虑到电子间有相互作用时也出现.②按照金 
属的定义，整数 n 。 不等于零. 

假设在金属中只有（电子的和空穴的）封闭的费米面的叶.我们用和 
表示电子腔和空穴腔对巧的 贡献： 

a S 

(求和分别对所有电子的叶和所有空穴的叶进行）.量 /^与 电子腔的体积一致， 
而空穴腔的体积是1 - t ( ^ .我们引进电子型准粒子数和空穴型准粒子数 

=2 Z T ⑴，乙 （1 - tV J ). 

i s 

在》是偶数（从而\也是偶数）时，可以有这种情况.即\等于空穴腔数的两 
倍.容易相信，此时等式 （61.4) 归结为等式 


① m 是，我们强调指出，为避免误会，“空穴”一词在这里的含义不同于§ 1未用另一种方法描述费 
米液体 m 时所使用的含义（那里称为空穴的只是系统激发吋在填满区内形成的空位）. 

② 这一命题的严格推导可参看 J. M Luttinger, Phys . Rev . 1 19 .)1 53 ( 1960 ). 




n - = n + • (61.5) 

准粒子数和准空穴数相等的金属称为补偿金属. 

我们注意到，当精确满足等式 （61.5) 时，量《_和^本身可以是任意的，可 
以包括任意小.当所有费米面腔的体积与倒格胞的体积相比都很小时，金属称为 
半金属 .①但是，传导电子的数目有一个下限，低于这个下限，金属型的电子谱就 
要变得不稳定，因而也就不能再存在下去（这种情况可参看§ 66末）. 

金属的热力学跫由晶格部分和电子部分构成.后者的热力学关系决定于费 
米面附近的准粒子[色散定律 （6〗. 2)]. 这个关系的特点自然也和理想费米气体 
或各向同性的费米液体一样（比较§〗）；公式中的差别，只是由于准粒子在非球 
形（现在就是这种情况）费米面附近的状态数不同而已. 

我们用表示金属单位体积在能量间隔 de 内的状态数.在能量分别 
为心和心+心的两个无限接近等能面 之间彳 空间的体积元等于 dfde/ 
fet ; F ，其中 d / 是费米面的面积元，而 Vr 是矢最= de/kdk 对此面的垂直分 
量.因此 

= (6L6) 

这里对一个倒格胞内费米面的所有叶进行积分（在开放的费米面情况，胞面本 
身当然不包括在积分区域内）. 

量值 （61.6) 代替了热力学里中对于自由粒子气体（费米面是球面）的下列 
表达式 

2 4仰;-一 mp r 

例如，金属热力学势的电子部分（比较第五卷§58〉是 

n^O 0t -fp ? VT 2 , (61.7) 

其中 A , ■•是 ^ = 0时的热力学势值.将 （61.7) 式第二项当做的小附加项 ，根据 
关于小附加项的定理，对于热力学势 少 也能写出类似的 公式： 

(61.8) 

现在认为式中的心和 I 是通过 P 表达的（“零级”近似，即在 r = o 时）. 

由 （61.8) 式确定熵，而后再确定热容童，我们求得 

2 

C . =~v v VT. (61.9) 

① 例如对于铋： 《- =«. ~ io “. 
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热容量的晶格部分与产成比例（在温度小于德拜温度@ 时）； 因此在充分低的 
温度时，电子对热容量的贡献变成主要的了.① 

根据同样原因，在这个温度范围电子对金属热膨胀的贡献也成为主要的了. 
由 <61.8) 式决定体积 K = 而后再确定热膨胀系数《，得到 

a= \{%)r~ T ^v^lF Lt ( 6110) 

我们注意到，在这里（也如在 r >>@ 范围一样——见第五卷 §67) 关系式 

aV 3ln( Vv r ) 

~C = dP ~~ 


与温度无关. 

§62 金属中电子的格林函数 

§56— §58 的讨论所涉及的是晶格中单个电子的运动，在晶格上还有外磁 
场的作用•现在我们证明，那里所获得的结果对于实际金属电子液体中的准粒子 
(传导电子）本质上仍然是正确的，只是关系式中的某些量的定义有些改变 [ IO . 
A . Bmmkob,^. n. ro ^ bKOB ,1961； J . M. Luttinger, 1961). 适于普遍研究电子液体 
的数学工具是格林函数. 

在第二章中对于“自由”费米液体发展了这个工具.我们将阐明，对晶格中 
的液体这个工具在哪些点上要改变. 

电子液体（在温度7^6时）的格林函数还是通过公式 （7 . 9) 的电子海森伯 
少算符定义的，其中的平均按金属的基态进行.由于时间的均勻性，这个函数与 
宗量和 Q 的关系仅通过 f = - f 2 来表示.现在，对液体来说，由于存在晶格外 

场，空间均匀性便遭到破坏.因此， 格林函 数不仅与差值 - r 2 有关.可以立即断 
言，格林函数对于 r , 和/同时平移同一个（任意的）晶格周期来说是不变的.下 
面我们在 w , r 表象中研究格林函数，也就是我们引人对于 f 的傅里叶 分置： 
，/ " J . 原则上，正是这个函数能够确定金属中电子液体的能谱 .把 §8 中 
的讨论重新运用到目前情况（不再进行全部计算）. 

在§8中指出过，系统的均匀性允许完全定义 ☆ 算符的矩阵元与坐标的关 
系，因而能够在空间-时间表象中写出形如 （8. 5 — 8. 6) 的格林函数的一般表达 
式； 然后，从这里它坷以过渡到展开式 （8.7) 形状的动量表象. 

对于晶格中的电子液体，只对晶格周期平移（即当 r = fl 时〉才有表成等式 
(8.3) 的矩阵元的不变性.自然，这将减小与坐标关系的确定性：代替 （8. 4) 式， 


①展开 （ 6L9) 式的小参量是比值 7V 〜 ，展开品格热容挢的小参量是比值 r/» .因此，热容量的这 
两部分在 t 2 ~ e } / s y 就有同程度的大小. 



至少可以断定 


§62金厲中电子的格林函数 
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(0\^ a ( t , r ) \ mk ) =^ LV ( r ) ex p ( -^ n 0 ( k ) t ), 
( mk \^ a ( t , r )\0) = xL !.^ r ) exp (\ w m 0 ( k ) t ), (62.1) 

其中 

atLV ( r ) = ei * X m * ⑺， 

ArL'.UO = ，■乂 „*( r ). (62.2) 

k 是态的准 动量； m . 是其余特征性量子数的集合， 而 u 和 t ； 是晶格中坐标的一些 
周期函数（我们只写出发自基态——0态——的跃迁矩阵元）.函数/ + ) 和/° 
的性质，类似于周期场中电子的布洛赫函数•通过这些矩阵元表示格林函数，然 
后变换到对时间的傅里叶分量（类似于§8所做的），现在代替 （8.7) 式，我们得 
到展式 

/>,__、 ▽ )^ V *( r 2> 夂二)（广 i ) W ( r 2 ) 1 …，、 

^(a> ； r,,r 2 ) = ^ ^ - i .T ^ : n — +—： -~ — (62.3) 

1 to + fx - + 10 o ) +fi - e mk - 10 i 

+ > 和的意义 同前； 在第二项中进行了 k — k 的变换. 

在金属的费米面附近有不衰减的单粒子的元激发，表明当 s 接近/ X 时，状态 

的能量只与 A : 有关.对于这些状态，函数 ^( w ; r ,， r 2 ) 在 w = e ( k ) - fi 处有极 

点.在极点附近它的形式是 


，广 2 ) 


Xak ( r , ) x ^( r 2 ) 


+ fx - e(k) + iO 

当对自旋有简并时还应该对两个自旋态求和. 


sign (0' 


(62.4) 


根据格林函数来确定能谱，原则上归结为某个积分-微分线性算符的本征 
值问题. 


对所研究的问题，在坐标空间的图技术基本原则仍然同通常的费米液体的 
情况一样.尤其是，若引人自能函数足作为§ 14定义的图的集合之 
和），可以把格林函数6 < ^(^ 1 ,/* 2 )写成级数（14.3〉的形式，这个级数求和就成 
为图方程 （14. 4 ).这些图上的细实线表示自由电子（既不同其它电子也不同晶 
格相互作用）的格林函数6:(/， - r 2 ) •根据 （9. 6) 式，这个函数满足方程 

-广2)， 


从左侧用算符（…）作用于方程 （ I 4 . 4)，然后变换到按时间的傅里叶分量，我们 
得到待求的方程 


( w + ^-) * r z) - | ， r’)C#(w;r’ ， r 2 )W = 

= ^8(r, -r 2 ). (62.5) 

在格林函数的极点（对变量 oO 附近.方程的右方可以略去，便获得齐次积 
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分-微分方程，其本征值则给出系统的能谱.这时，任何运算都不涉及指标卢和 
变量 r 2 ，即它们在方程里+是重要的参数.因此，为确定能谱方程可以写为① 

(<w+/I + 為卜⑺ _ J X ay {( o\r = { o ) - L ) x ( r ) =0. 

(62.6) 

对于金属中电子的费米液体.它代替通常的薛定谔方程.如前所述，根据 o > = 
e ( r ) - Ac , 上式的本征值确定了 能谱； 相应的本征函数就是 （62. 4) 式中的函数 
[将 （62. 4 )直接代入（6 2 . 5〉会清楚地看出这一点].因为在费米面附近的 

激发衰减少，在小 w 的情形下，算符 L 是厄米的（精确到数童级为 w 的项）. 

为了过渡到有弱外磁场的情况，应该指出，在矢势规范变换时 (/ T 算符如波 
函数一样进行变换 [ 比较 （ 44. 3-44.4)]. 因此格林函数心 U;r, ,r 2 ) 如少 函数 
的乘积少 （/*,) 少 •（ r 2 ) —样进行变换.这意味着 （62. 6) 中的函数 hr ) 也必须如通 
常的少函数一样进行变换.但是，仿效§56屮的讨论，容易发现在那里利用到的 
只是： 晶格的周期性、规范变换的一般性质以及能谱由某个哈密顿量的本征值所 

决定； 哈密顿量现在由公式 （62, 6) 中的算符 L 来充任.②显然，因此所得的结果， 
即由无外场的能谱向有弱场的能谱过渡的规则，也是相间的 ：新的 能谱由哈密顿 
量 

£ (K-f-A(r)), M 垚 ( 62 . 7 ) 

的本征值所确定.其中 HA :) 是无场时的谱.肖然，现在的函数4幻的意义不同 
于它在 （56. 7) 式中的，在后者已考虑到系统中所有电子的集体相互作用. 

其次，因为在§57, §58对准经典倩况的研究是完全建筑在形如 （62.7) 式 
的哈密顿量上的，所以，这些结果可直接移到电子液体上.但是，这时产生一个问 
题，即什么是作用给传导电子上的场强（或矢势 A ) •严格说来，这应该是所有的 
电子在该点 r 形成的场（以及外场）的精确微观值.但是，在准经典情况下发生 
相互作用的区域的特征线度~(“轨道的拉摩半径”）大于电子间距（同晶 格常欺 
« 一致）的数 量级. 这个事实导致对微观场的自动平均.这个平均的起源能够用 
下面的讨论来说明. 


① 对于傲观均匀的费米液体，在动珐表象中,这个方程归结为方程 （〗4.13> 

a) +/x = e [ 0 > (p) + S{io,p) 

② 这里可以指 出一个 重要的 K 别： （ 62 . 2 > 中的算符1依赖于 w •其实，这只表明哈密顿看不是以显 

示的方式勾出.在小情况下 （ 4费米面附近）展幵 k £ 0 + ,然后用苒符 （ 1 - ) ■ 1 左乘方程^ = 


< o(l - L , 也可过渡到显式. 



§63 迪•哈斯-范•阿耳芬效应 


我们将微观场强表示成它的平均值（按宏观电动力学所用的术语它是磁感 
应强度 B ) 与迅速变化部分泞之和的形式.相应于均勻场5的矢势，在轨道线度 
的全部范围内将增大，并 取特 征值〜 在距离 ~ a 上相应于振 荡场旮 的势+ 
会系统地增大，并且只取值〜 Sa , 这个值同比较可以忽略.在§56中讲解 
时，恰是场势决定电子运动的量子化.于是我们得出结论 ：只考 虑均匀磁感应 
B = V xA 的势 A 已足够了，这个 B 正是作用给电子的场 （ D. Sh oe nb er g ，1962). 
在下面 （ §63末）我们将看到，这个事实在金属磁化时将导致某些新的现象. 

于是，金届电子液体的准经典鼋子化规则 nj •写成 

S ( e , k t ) 二气^^卜 + 士）， (62.8) 

式中 S (〜 M 是金属的传导•电子真实等能面的截面积（在它的费米面附近）. 

像具有反演中心①晶格中的单电子问题一样，考虑传导电子的自旋将使磁 
场中的能级分裂为两个 分量： 

lAK 、 + O ■ 賊 (kJB ， cr = ±1. (62.9) 

量是在准经典轨道上对某个函数^幻的平均结果.这时，可充分精确地认 
为所有轨道都位于费米面上，因此平均的结果只与 A , 冇关.我们强调指出，对于 
电子费米液体，釐 + 等于 1( 自由电子之值），不仅与自旋-轨道相互作用 
有关，而且也与电子之间的交换作用有关. 

§63迪•哈斯-范•阿耳芬效应 

在弱磁场中 （沒 S <<7\办是玻尔磁子， B 是磁感应强 度〉， 金属的磁化率4〈能 
以普遍形式计算出来.其原因是在费米液体的理论框架内只能研究磁化率的顺 
磁（自旋）部 分：这 部分决定于费米面附近的传导电子，因为分布在深部的电子 
的自旋相互抵消.对磁化率抗磁（轨道）有贡献的是全部电子，其中包括分布在 
深部的电子，在那里费米液体理论中的准粒子概念已失去意义.但是，这两部分 
磁化率，一般说来有相同的数量级，有实际物理意义的只是它们之和. 

我们进而讨论“强”场，这时 

T ^/ 3 B « ya , (63.1) 

即朗道能级的间隔可以同温度相比拟，但仍然小于化学势.在这种愔况下，磁化 
率的顺磁部分和抗磁部分已完全不能分开，但是这里的情况发生了变化，即金属 
的磁化强度对场强显现出振荡关系[迪 • 哈斯-范阿耳芬 （de Haas van AJphen ) 
效应]②.磁化强度的单调部分在这里也与金属中的全部电子有关，并且不可能 

① 实际上，-••切金届的晶格都具有反演中心. 

② 对比第五卷 §60, 在那里对理想电子气研究 f 这个效应 . 
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在费米液体理论的框架内进行计算.而磁化强度的振荡部分 ，正像 我们将要看见 
的，只由费米面附近的传导电子决定，因而可在普遍形式下进行研究 （ H . M . 
JIh 4> iiihu , A . M . KoceBHH ，〗955). 这里我们所感兴趣的正是这一部分. 

磁化强度对磁场的振荡关系是电子轨道运动能级童子化的结果.但是，被量 
子化的只是与电子沿闭合轨道（在空间）运动所对应的状态.因此，对热力学 
量振荡部分的贡献只来自等能面封闭截面上的传导电子，该截面是垂直场方向 
的平面所截取的.我们认为，在这些截面上满足准经典性条件，即被等式 （62. 8) 
所定义的数》是个 大数： 

hcS /\ e\B » 1. (63.2) 

对于金属中典型的费米面截面的 线度〜 1/ a ， 因此则条件 （63. 2〉显然能 
满足[比较222页上的注释）. 

考虑自旋时，准经典能级由表达式 (62. 9) 给出，其中^ 1 (\)是方程（62.8) 
的解； 与每个能级对应的状态数由公式 （58. 10) 给出.因此，决定热力学势/2(是 
和系统的体积 P 的函数）的配分函数含于下式中 

I ^ 1屮 ㈠ 邛匕^⑷} 执， (63 . 3) 

下标 s 是等能面各叶 编号； 为 r 简化，以后我们略去这个下标以及对它的求和 
号.所有等能面的叶的全部不同的截面所在的区间（即除去周期性重复），就是 
对进行积分的区间. 


首先我们从中分离出随场振荡的部分（用来表示），借助于泊松公式① 
变换求和式 （63.3): 

4-^(0) + Y f { n ) = f F ( x ) 6x + 2Re V [ F ( x ) e 2l , ' u 6x . (63.4) 

^ n = I Jo / = I 0 

用于 （63.3) 的这个公式，其第一项对 P 给出非振荡的 贡献； 略去它，我们写出 




4 tt ch 


(63.5) 


其中纪是积分的振荡 部分： 


I l(T = j dn J In 1 1 + exp 


^ - £ A k .) 1 2 仏 

T J C 


dk . 


并引进 记号心 

为了进一步的变换，我们引人函数 


(63.6) 


①参看第五卷§60•在 （63.■!) 中求和项 F (0) 带有1/2系数是尤关紧要的，因为在求和式 （63. 3> 
中，反正重要的只有；>大的项. 








• 246 - 


第六章晶格中的电子 


在这个区域内是缓慢变化的，因而能够表示成如下的形式. 

( 占） w 〜 + <(/0 U -/O • 

因子 I i f : l /3 可直接以其在€ 处之值来代替.然后，由对£的积分转到 

对文 = U - 〜） / r 的积分，且以 - <»替换积分下 限-化 / r (因 为 〆 r » 1 ) ，我们 
得到① 


--S 


exp [27 riM „ { fx a ) ± iir /4] 


arsinhpV / rOa ) ]• 


2 r \ d 2 n / dk 2 ,\[：\ 

* ’ K •妗 fT 

这个表达式按 ±1 求和时，处处（除指数因子外）可以把化换成因为 
按照 （63.1) 的假设 «/ i . 在（指数性的）相因子中这样的替换是不允许的，这 
是因为函数(幻较大，其宗置较小的变化也要造成相位显著的 变化； 但是，在 
这里将±邱）按钟幂展开到线性项已足够 • 


m 

(T C* 


exp[2Tri/rt, x (/x) ± i-ir/4 ] 
""" 严 2 1 aV 外 2 1 二 ~ 


x arsinh [ 27T 2 / 7 ' n ^(/ i ,) ] cos [ n ^ ( ^ )]. 


(63.10) 


其中乙 =0 O . 尚须说明此表达式内各量的意义，并需将其代入 （63.5) 式. 

根据 （63.7) 式的定义，函数 ~ U ) 与作为、函 
数的等能面 S (心的截面极值 S „( e ) 有关，其值 
在时是费米面极值截面.在图15上绘出费米 
面的哑铃形极值（两个极大和一个极小） 截面； 它们 
垂直于箭头所指的场方向.在 （63. 10) 式对 ex 求和 
是对所有费米叶面的极值闭合截面进行的.为了简 

化公式的书写，我们引人传导电子在它沿极值闭合轨道运动时的回旋质量.根据 
(57.6) 的定义，这个质量为 



h 2 SS(e,k,) 
2 it de 




其中 s „ U ) 九, u )] ; 最后的等式又与极值点处 asu ，&,)/ 成 = o 相联系. 

结果，我们得出热力学势振荡部分的最后公式 


①利用了枳分值 


/：. 


e , a : d 2 


iir 

ssinh ira 


在 z 复平面上由实轴 、直线 】m 2 = 2 tt 和无穷远的两脷线段组成围道，枳分在此围道进行便可得出此公式 
(为保证收敛•在两侧线段上以 《- i 0 代替实参里《)，沿此围道的枳分决定于极点处的留数.由此 
得出 f - e _ Uo f = - 2 itie ' 1,a . 
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实际上振荡消失.当 ASl fl 寸，因子 A/sinh A - 丨，因此振幅的数量级由 A 和 M , 
中其余的因子来确定，下面的所有估算都属于这种情况. 

为了粗略的估计，我们取 

m ' - m, fL ~ h 2 k z v /m., S ~ k] 

其中心~1 /«，是费米面的线度.于是得岀 

叫癸广， 克 O ' (63.15) 

其中 n - K 是电子数 密度. 当涉及磁化强度与场是单调关系的那部分（以瓦标 
i 己），可以进行估算，这只要取 

(63.16) 

ft M 

其中 f 是磁化率的“单调”部分，比如按照电子气在弱场中的磁化率公式 
(参看第五卷 §59) 佔算 • 相应的热力学势的单调部分是乃〜 VMB - Vnfi ( ^ B / 
M ) 2 .对比所写出的表达式，表明热力学势的振荡部分小于它的磁性单调部分： 

n/n~(^B/fj .) w2 «i. 

尤其小于它在无磁场时的值认〜 Vntx - M / Qo - ifiB / fx )^ 2 . 相反地，磁化强度的振 
荡部分远大于其单调部分 

M/M - (fi/f3R) 1/2 » 1 . 

应该指出，所有上述磁化振荡的理论是关于理想晶体电子液体的，在理论中未 
考虑传导电子在声子和在晶格缺陷（如杂质原子）上的散射过程可能带来的影响.这 
些过程导致电子能量的不确 定性: Ae 〜 fe/V ~ ftu r /7( 其中 t 是两次碰撞间隔的 吋间; / 
是自由程;〜是电子速度）.细锐能级的弥散也导致磁化振荡的平滑化•允许忽略散 
射过程的条件在于能量的不确定值 As 小于能级间隔，也就是说，必须有： 

h(o B » hv F l. (63.17) 

在 r — O 时（条件 （ 63. 】 ）） 允许有任意小的 B 值[确切地说只是条件 

(63. 17) 所限定之值].此时磁化强度 g ， 原则上可以同磁感应强度 S 相比较[因 

为 M/B ~^( M //3 B ) l /2 J ，但是，磁 化率尤 =5於/紐①早已变大（对其模来说）.实际 
上，还要指出，应该微商的只是振荡因子，于是得出 

(63.18) 

在这样情况下，磁化强度的振荡使宏观场强 // = S 与磁感应强度 

B 的关系曲线相继出现一系列的弯曲.有如阁16所示 （ A . R . Pi Ppar d ，！96 3 ) .但 


①为了避免不必要的繁杂，以后当定性 i 寸论所出现的效应时，我们不考虑各向异性的影响. 
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是，热力学稳定性条件要求 ® 



因此与&段曲线对应的状态是不可能的.这 M 出现 
的情况与压强对体积的曲线关系上出现折弯时使物 
质产生相变 （ 比较第五卷§ 84, § 152) 有完全类似的 
地方 .//( fl ) 的平衡曲线实际上对应于水平的直线线 
段它使图上的两部分阴影面积 相等; M 段和 d 
段则对应于亚稳态. 

假如金属样品是圆柱体的，它的轴与外场砭同 
方向.这时，圆柱体内的磁场强度//同公相等，并且 
随着❾的增大，物体将经历一系列的相变，此时磁感 



应强度有阶跃式的变 化：每 次当达到例如《点时，磁感应强度突然地由变到 
.如果样品是与磁场垂直的平薄板，则物体将被分割为 一些具 有不同磁感应 
强度的交替层（抗磁畴）.这完全类似于将中间态的超导体分为正常层和超导层 
( J . H . Ccmd ( m ，1966) .这时，外场必等于磁感应强度对各层的平均值.例如，在区 
间心 <$ <心，薄板分成磁感应强度为 氛和化 两层，随着砭的增加 ，■^ 层的体 
积增加，而^层的体积则相应减少. 


§64电子-声子相互作用 

迄今为止，我们研究晶格中的传导电子，都未涉及它同晶格振动（即声子） 
的相互作用•这个相互作用表明如下的事实，晶格的形变改变了场，而电子在这 
个场中运动；场的这个变化称为形 变势. 

电子-声子的相互作用在半导体和金属的动理学现象中起决定性的作用， 
但是在这里，我们感兴趣的只是这个相互作用对电子能谱定性的影响.为了研究 
相互作用，最好避开与晶格的各向异性以及与微观非均匀性有关的复杂情况.换 
句话说，我们所研究的介质是看作微观均匀的各向同性的液体，与此对应的，在 
介质中只能发生纵向声振动. 

对于形变的一级近似，这个简化模型的形变势表成下式 

" 形变⑺ =jf 取 (|■-0〆(rW ， (64.1) 

其中 〆 是介质密度的变化部分（而 p 是恒定的平衡值）•函数在数鱼级 


① 对比第砌卷§ 18,在那里对于电学导出类似的条件. 

② 各相之间分界面的表面能假定为正. 
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为原子间距《的长度上要减小.我们进一步简化 （64. 1) 式，注意到，同波矢为 
A «】/ a 的声子作用时，此距离可以认为等 于零. 即取取 = wS ( r -，）， 其中是 
常数，则=如• 〆 （/*〉&.在量子理论二次量子化表象里，这个势作为电子- 
声子相互作用的哈密顿量可写成 

々电声 =jf ^ ： U,r)p f (t,r)^ a (t,r)d 3 x, (64.2) 

其甲多，士 + 是电子算符，而 f 是描写声子场的海森伯密度箅 符：对 于自由（同电 
子无作用）的声子，此算符由 （24. 10) 式给出. 

在格林函数的数学工具中，用于电子-声子相互作用的，除了电子格林函数 
C 外，还有如下定义的声子格林函数 

D{X^X 2 )^D{X, -X 2 ) = -iiTp^X^p'iX,)). (64.3) 

此时，编时乘积按玻色子情形的规则 （31.2) 来展开.对于自由声子，在动量表象 
中的格林函数是 

D ( 0 ) (co t k) =^\— 1 —— - 1 ——\ = 2 Pf (64.4) 

2 ul(o -uk + \0 a ) +uk - i 0 i a , - u k + iO 

(参阅 §31 中的 习题; 在中间的公式里取 fe = l ). 

我们把电子-声子相互作用看成微扰，可以根据算符 （64. 2) 来建立图技 

术.这同§】3中对费米子配对相互作用所做过的一样，不再重复全部的讨论，而 

叙述所得到的（在动量表象中的）作图规则①. 

图的基本元索是电子线（实线）和声子线（虚线）.每一条线都用一定的 “4- 

动量”来描述 .4 -动量为尸的电子线对应于因子 \ G ^ = i 5 MC ( tn ( P )， 即自由电 

子格林函数动量为 A ： 的声子线对应于因子 i /> ( G ) ( A ：)， 即自由声子格林函 

数•图的每个顶点会聚两条实线和一条 虚线； 每个顶点还有一个附加因子 

- iw/p. 

例如，电子格林函数的第一级修正用下图描绘② 

(64 . 5) 


其对应的解析式为 


① 电子-声子相互作用算符的表达式 （ M .2) 的构造类似于菝子电动力学中的屯子——光子相互 
作用算符的构造，因此，两种悄況的 m 技术规则也相似. 

② 由于0 <0> (0) =0而不存在自封闭电子线的图[类似图 （ I 3. l 3 a )? •这里意味着，在0之前即 
已过渡到极限.这反映如下的亊实：在哈密顿馕的定义<6 4 .2〉中，已经包含坐标空间内对 d 3 * 的积分 
(此时刚好表示过渡到 0) .因此，这个枳分在对时间积分之前便完成 T . 在哈密顿最中应用微扰论时 
便出现这个对时间的积分. 
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i 8 C ( P ) = -^ y [ G ( 0 ) ( P ) ] 2 G < 0 ) ( P - K ) D ( 0 ) ( K ) 

P J 

声子格林函数的第一级修正用下图描述 


d 4 K 

(2tt) 4 , 


(64.6) 


r - 

P-K 


K 


其解析式则为 


\ hD { K ) =2^-[ D <0) (^)] 2 J C / O ) ( P ) G ( 0 ) ( P - K ) 


d 4 P 

(2n) 4 


(64.7) 


(64.8) 


(系数 2 产生于自旋因子的缩并=2;与存在一个闭合费米子圈相应也要 
计及因子 - 】，比较§ 13). 

我们来证明，金属中电子-声子的相互作用在费米面附近将导致电子间 
“冇效引力”的出现•这可以直观地描绘成一个电子放出虚声子而 被另一 个电子 
所吸收 （ J . Bardeen , 1950 ； H . Frohlich , 1950). 

我们研究两个电子交换虚声子而实现散射 的图： 



(64.9) 


4-动童/ 3 = (£-/^/0,《=(0；，*：)々是7 ! = 0时电子的化学势，它等于界面能量 
心.与此图对应的顶角函数为 

厂―= 厂认， i 叫⑻， 

或 

r= - p (^- 2 fk^i0) (64 . 10) 

此时方 = e[ - e 、， hk =p[ -p x . 

按数量级，费米面附近电子的动量 p - p Y - h / a . 声子动 量舦〜 ft / a 和能量 
huk - hu/a - h < o n 对应于电子的散射角~ 1，其中是德拜频率（对于金属 
<< h ) .另一方面，电子不能给出比还大的能量.因此，如果对于两个 
电子都有 U - e F I <<<«,>，则显然有 

r^w 2 /pu 2 > 0 . 


(64.11) 
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考虑到厂的意义是散射幅 （ §16)，我们见到，它的符号对应于粒子间有引力.要 
强调指出，这个结果只适于动量空间费米面附近薄层（其宽度'按能量来说 
~片0)„)内的电子.在金属超导理论中确定截断参数的大小时在§43中已经利用 
过这个情况 

§65电子-声子相互作用对金属中电子能谱的彩响 

现在我们研究电子-声子相互作用对金属中电子能谱影响的问题②. 

在§ 14中已证明，对费米型能谱色散律 Hp ) 的修正（与自由费米系对比）， 
由下列差式决定 

Ss ( p ) ~ X ( 0 } p ), (65.1) 

其中 J = 是自能函数•在这种情况下所说的是与声子相互作用引起 

的修正，而各个粒子（电子）“直接”作用是谱的“非微扰”部分.根据 （64. 6) 式， 
有③ 

X { P ) = -8 G -1 =5 C /[ G (0) ] 2 = 

= i 4 [ ( 65 . 2 ) 

P J (2 tt ) 

但是现在应该把理解为电子间彼此相互作用的格林函数.在其极点附近这 
个函数为 

G ⑻ （£• - fi , p ) = Z[e -fi - i 4 ' n (p - p f ) + iO • sign (^ - fj ,) ] " 1 (65.3) 

[参阅 （10.2) 式];〜 的上标 （0) 表明这个童还没计及电子-声子相互作用的 
影响. 

现在，我们的目的是估算量值（65.】），即积分 

Sf f \ ^ l()) (s ~fi ~ co,p - k ) - G {0, ( - a ) ,p ~ k ) \ • 

P J 

，幻為 （65 . 4) 

由下面的计算可以看到，对这个积分起主导作用的是来自动童 p - Jk 和能量 s - 
靠近费米面附近的区域 （ P 和 f 的本身也是这样），即 /c « p F , a ) « fx . 根据这 
个原因，函数 

在 A 空间内，沿 p 方向取极轴的球坐标系中，我们有 d 4 / i ： = 2 rfd / cda > dco 8 d t 
其中0是 A : 和/;的夹角.引进变量= Ip - AI 替代 cos 化注意到 〆 + k 2 - 

① 当谈到常数时，为了粗略估计金厲的 《； .可以指出，电子能 a 的变化应该达到它本身的数昼级 
( 〜 s F ) .于飪密度的变化 p '~ p . 因此 

② 这-节所叙述的结果属于 A . B . Muraan 的 X 作 （1958). 

③ 在中间的公式中取 ft = 1. 




2 pkcos 0，我们有 
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6 * K = 2 ^^ dkd ( op l ^ p ] / pk ^ 2 ' nkdk6 ( odp l 

(取 Pi * / 

在 （65.4) 的被积式中只是花括号的因子才与 Pl 有关系，花括号等于 
{ ••* i = - (s -fj.)Z[e -fj, - (o -v ( F 0) (/>, -p r ) + iO • sign {e - 
-(X - cu) ] _l [ -<o - 1； F°' (p, - p r ) _ iO . sign w]. 

由于对 d( Pl - p F 〉 的积分迅速收敛，可以把积分扩展到±«;引入变量77 = 
4 0) (/>, _ P F )， 我们得到积分 


J [tj - (e - fjL - o)) - iO • sign ( e 仿 )] [rj+w+iO . sign oj] 

如果被积式中的两个极点处在实轴的 同一侧 ，那么积分等于零（使积分围道在 
另一半面上封闭，就会相信这一点）•因此，仅当或者 
时积分才不等零，在第一种情况积分值为 -2 iriZ /4 0) ，第二种情况为 2^ iZ / v l f 0 \ 
再考虑 D % U ， fc ) 对变量 w 是偶函数，于是得到 

Se= ^F IT —— L— - - - -]k 2 6a)dk. (65.5) 

8 it piiVf jJ o L — U.A + iO co + uk — iO 

表达式的实部和虚部分别对应于准粒子（传导电子）谱的修正和准粒子的 

衰减.首先研究衰减. 

按照规则 （8. 11) 从 （65.5) 中分离出虚部，我们得到 


- Im Se = 


(65.6) 


(65.7) 


一 （ 0) I u 〜 f 

oirpuv r J 

对 A : 的积分是从 0 到 - pl / u 的区域内进行的， （65.5) 式的被积式的极点= 

d 位于这个区域的0到的间隔内.因此（在通常的单位制中〉 

, c 2w 2 \e t 

-Im ^ e = 3 f ( 0 ) (65.7) 

24 tt « pu v F 

对这个量进行粗略估计，我们发现，参置〃广和 w 起源于电子，因此在数量 
级上只通过原子间距 a 和电子质量 m 就可表达 ~ p T /m - h / am , oj ~ e F 〜 
6 2 / mn 2 (参阅273页的注解）.密度 p 和声速 u 还与离子的质量 M 有关，并且 poc 
财#«：財- |/2 ，因而~ 4 ^/於.所以对衰减的估计可写成下式 ： 

-Im he ~ le -/ xl 3 ( h ( o D ) " 2 , (65.8) 

其中德拜频率 cu D ~ u / aocAf -* /2 . 

严格说来 ，（65.8> 式的佔计与相关，这时 （65.6) 式的积分按 
k <\ e - fi \/ hu 范围进行.这里实际利用了我们用过的声子色散律 w = 
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Au ， 但是，对于数量级的粗略估计甚至在 s - fi - hco D 的区域边界处也可以使用 
(65.8) 式，在这里估算给出 

-Im ~ ho) D - \e -fi \. (65.9) 

最后，当 e -At » 叫时 ,(65.6 ) 式的积分域与无关，因为极点 o > = 

叫总 是位于0到 s -/x 的间 隔中. 在这种情况下 j " k 2 < ik 〜 ( w / u ) 3 , 衰减为 


—Im 8 在〜 k(o D « e 


(65. 10) 


表达式 （65.8—65. 10) 确定一种与电子辐射声子有关的特有的衰减①.我们 
看到，当 U - M 丨<< 时，在十分靠近费米面处，根据 （65. 8) 式，衰减不大 
( llm (£-/ x)l « U -/ xl )， 致使传导电子这一准粒子概念有完全确切的意义. 
而在 e 区域，准粒子的衰减便可与其本身的能量相比拟，谱要弥散而 

且在很大程度上谱将失去 意义. 但是，在离费米面有更大的距离时，在 e >> 
“ d 时（当然仍有 d «/*) ，根据 （65. 10) 式，衰减保持同样的绝对值，又变得 
比能量小，因此准粒子又获得确定的意义.当然，除由传导电子产生的声子 
衰减外也总有电子与电子的碰撞而产生的衰减•这个衰减是一切 正常费 米液体 
所特有的（§】），它正比于 U -衅） 2 , 其数量级为 U - M ) 2 / M ， 就是说在理论应用 
的范围内总是小的. 

现在我们估算对 〆 即对能谱本身）的实部的修正. 

在 （65. 5) 式中对 d w 积分的实部给出它的主值 

Re 广 V )(4 )dw ♦ 

j 0 lu. Jo 10) - ILK 0) ^ UK } 


= 旮 


(65. U ) 


因此，对于 Re 5^ 我们有（通常单位） 

Kebezz o (0) J * 2ln ^ H dk . (65.11) 

5 tr puv F J e - fi + nuk 

在 e >> ftw D 时，被积表达式中的 对数〜 huk /( e - fx ) ，因此整个积分估算 
为 hukt/U _綷) ~ tiu / a(e -/ ii ) •还注意到，由于在 （6 5 . 11) 式的分母中存在因 
子 P •整个表达式 kI / A /, 得出估算 

Re 8^ ~ ( hw D ) 2 /(£ -fj,) « e ~ fi. 

于是，在这种情况下对谱的修正相当小，因此在费米面上以“无微扰”速度值# 
给出谱的表 达式： 

£ - ft ^ V ( F 0) (p - p F ) , 当 e -弘 》 fe < y D . (65.12) 


①在准粒子产生低频声子时，能; s 守恒山等式 （a ff /at)SA =vbk = uhk 來 表达； 它只在 v>u 时才成 
立.在金 M 里.因为 《v>> a, 此条件总能得到满足. 
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在 f A «力叫，的区域， （65. 11 ) 式中的对数~ U -#)/ 如 A ， 而积分的估算 
为 （e -~^) ki. x /hu ~( £ - fji )/ hua \ 结果，整个表达式 （65. 11 ) 与 f -弘成正比，其 
系数与离子质量 M 无关 （ 因乘积 pu 2 与 Af 无关）.这就是说，这个区域的谱的类 
型 还是： 

e - fji^Vyip - p F ), 当 (65.13) 

但速度心与的差别在数量级上同速度本身同大①. 

因此，金属电子的费米型能谱用两个不同的速度值 t ； F 和来表征，一个 
用在费米面的极邻近处 （e - /it << fc < u u ) ，而另一个用在 - /a >> 6< t > D 时•低温 
( r « ftw D ) 金属的热力学性质由（ 65 .1 3 )式中的参量 tv 来表述.对于频率 a >> 
^0时的金属光学性质一类的现象则由速度〃广来确定. 

习 题 


确定金属中由电子吸收所致的长波声子的衰减. 

解 ：根据 （64. 8) 式，对声子格林函数的修正由积分 

ihD' l (K) = f G (0) (P)G {0) (P-K)^~, 

P J (2*tt) 

P^iP^p), K = (a>,k) 

给出•但是，在 C 函数中还必须考虑与电子-短波声子相互作用有关的修正.根 
据正文所述，这些修兵只不过归之为用函数 G 替换 G (1>> ，不同于 （65. 3) 的只是 
将速度 t 4 Q ) 换成 〃 F ， 以及将重整化常数 Z 换成另一个对于小 K 时的乘积 
6 ( ° > (/>)(； 1 ° > (户-/0可以利用公式（1 7 . 10) •对 6p 0 dp 的积分_结为消除5函 
数，此后还留下对 dcos 沒（0是 p 和 A 的夹角 ） 的积分 

&n -I / 4 _、 w p r k f 1 cos ^dcos 0 

2 tt p J -i cu — v K «cos + i 0 

(取 w >0). 极点 cos 6 = o)/kv F 位于积分区域内（因 > ii ) ，而积分的虚部为 

yf 2 2 2 

㈣ - L ^， 

2irp v F k 

声子色散律由方程 D (0) -' + S / T 1 =0的根来确定，由此得到（在通常单位制中） 

… 、 Z ,2 w 2 p 2 r 

d > = uk { 1 - ia ) , a = - ——,- j . 

4tT 方 ptLV f 

(我们对实部 w 的修正不感兴趣）.乘积 ^/ M , 因此粗略估计时 a ~ ^/ m/M , 


声子色散律由方程 Z > ( 


Irn 8 D " 1 = 


oj = ufc(l - ia ) , a = 


①当然，在这些条件下运用傚扰论的一级近似，严格地说并不正确.但是，考虑进一步的近似并不 
改变所得结果的 性质： 当第 一级修 正达到1的程度时，其余的修正也 J 1 这个 程度. 
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即衰减总是小的. 


§66固体电介质的电子谱 


非磁性电介质晶体的电子能谱的特性在 于：第 一激发能级距基态能级有一 
有限的 距离； 换句话说，基态能级和激发能谱之间存在能隙（对于一般电介质其 
数量级是几个电子伏）. 

电介质晶体中的元激发可以直观地描述成原子的激发态，但是这个激发态 
不是属于任何确定的原子的.晶格的平移对称性总要导致“集体”激发，这个集 
体激发在晶体内有如从一个原子跳往 另一个 原子进行传播.与其它情况一样，这 
些激发可以认为是有确定能量和准动量的准粒子（此时称为激子）.像所有准粒 
子一样，这些激子是一个一个出现的，激子具有整数角动量，因而遵守玻色统 
计①. 

在准动量 A ：— 定时，激子的能童可以取遍一系列不同的离散值 A ( ifc ). 当准 
动量在一个倒格胞中取值时，每个函数心（幻要在激子的某个能带中取值；不同 
的能带可以部分地 交叠. 每个函数 s a ( k ) 的最小值都不等于零. 

除激子以外，电介质中还存在其它类型的电子激发.可以认为它们来自单个 
原子的电离结果•每次这样的电离在电介质中都要导致两'个独立传播的准粒子， 
即传导电子和“空穴”的出现.空穴就是在原子中缺少一个电子，因此它的行为 
有如带正电的粒子•这里讲到电子和空穴的运动，实际上我们指的是电介质电子 
的某种集体的激发态，与激子态相反，这些激发态伴有负的或正的元电荷的 
迁移. . 

电子和空穴具有半整数自旋，因而遵守费米统计•但是，我们强调指出，电介 
质的电子-空穴谱绝没有金属费米型电子谱的 特征. 此特征在 于：在 it 空间存在 
边界费米面，电子的准动量就位于边界费米面的附近.在所考虑的情况根本不存 
在任何类似的面，因此同时出现的电子和空穴可以有任意的准动量. 

仔细研究元激发的衰减，就可理解两种谱型之间更深刻的区别.在费米液体 
中任何处在费米面之外的准粒子都能产生一对新的激发（粒子和空穴），因此这 
些准粒子也都具备有限的寿命.当其离开费米面时，这寿命很快地减小（此外， 
金属中的电子还可辐射声子，参阅 §65) •在 r = o 时，理想晶格的电介质中，单 
个电子（或空六）的衰减在能量最小值上方的有限间隔内严格等于零②.事实上， 
在任何情况下的电子-空穴对的形成都需要有限的能置消耗（因为存在能隙△， 
参阅下面内容）.准粒子只有在它的.速度 v 不小于声速》时才可能辐射声子 （声 


① 关于激子的概念足 fl . < tpeHKe ^ T >( 1931) 薛先引进的. 

② 当然，在有限温度时，总有闪在其它准粒子 h 散射而引起的袞戚. 
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学辐射 ）（ 参阅254页上的注释）. 

传导电子和空穴的能量可能值/、幻和 e ( A ) ( W 也占据能带.在电介质中 
电子和空穴的能量最小可能值之和通常称之为能隙宽度.因为电 
子和空穴同时出现和消失，那么，不是单个的和 dt ； 值，而是这个和才具有 
实际 意义； 通常约定 =0. 无论准动量* =心是相同或是不同，电子和空穴的 
能量都可以达到最 小值； 准动童相同的情况称为直接能隙，而不同的情况称为间 
接能隙•如果带中的能级不简并.（或者作为时间反演对称的结果，对自旋只有 
二重简并），那么函数在其极小值附近的形式是 


e u> (k) =A 
s {h) (k) 


( 66 . 1 ) 


其中 9 ：= Ar - 灸。，而是电子和空穴的有效质量张量. 

在文献中电子能带常常简称之为导带，而代替空穴带的称之为价带，在晶体 
的基态，价带完全被电子填满.这时，产生电子和空穴这一对准粒子，可以认为电 
子从价带跃迁到导带的结果，而在放弃的位置留下空穴. 

在较大（同原子相比）的距离上，电子和空穴按库仑定律相互吸引.因此它 
们能够形成束缚态.被束缚的电子和空穴的总体是电中性准粒子，即激子.在给 
定准动量时，电子+空穴系统的离散能级对应于束缚态•每条能级对应于激子的 
一个 能带. 这样一来，激子能量便位于电子-空穴激发能的下面（因此，在本节 


初指出的能隙的含义与量4不相一致，而是小于它，其差等于激子的最大束缚 
能）①. 


在弱束缚态这一极限情况下，电子和空穴之间的平均距离大于晶格常数 a 
时，激子的能级便容易 算得； 这样的激子称为瓦尼尔 -莫特 （ Wannier - Mott ) 激 
子 .在相反的极限情况，电子和空穴之间的距离为原子的数量级时，称为 弗仑克 
尔 （ Frenkel ) 激子； 当然，弗仑克尔激子只在形式上看成是电子和空穴的束缚态. 

我们研究立方对称的电介质晶体.对于瓦尼尔-莫特激子，可以认为电子和 
空穴是按库仑定律相互吸引的，而晶体中其余原子的作用只归结为均勻电介质 
背景，它使相互作用减小到 1/ e ， 这里 s 是晶体的电容率（对应于激子束缚能数 
量级的频率 值）； 换言之，电子与空穴的相互作用能写成 - eVer 的形式.在 
能谱中设能隙是直接的，并且为了简单起见我们认为电子和空穴能量的最小值 
在灸=0 处. 在立方晶体中有效质量张童归结为标童常数' 和，因此 



① 但是因为电子和空穴能够复合而放出声子和光子，激子状态的寿命是有限的. 
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在§56末已经指出，当晶格处于在空间缓慢变化的外电场时，用薛定谔方 
程来描述粒子在晶格内的运动，其哈密顿量中函数起着动能的作用.因为 
在这种情况下函数 -4 和 e ⑷ （ A :) 在形式上同通常的自由粒子的动能一 


致，于是我们所研究的系统的薛定谔方程在形式上便与按库仑相互作用的普通 
双粒子系统的薛定谔方程一致，即与氢原子问题的薛定谔方程 一致. 因此，我们 
可以立刻写出系统的能级，即如下形式的激子能量 


ei tx) (k) -A = 


+m A ) 


2 s 2 hW 


(66.3) 


( G . H . W ann i er ，1937) ■这个表达式的第 一项是 激子以准动量作为“整体 "运 
动的能量，第二项是激子中电子和空穴的束缚能 [m =/71，,/(爪， + m A ) 是系统的 
折合质量]当 A : 已给时，随着能量向连续谱边界增大的同时，系统离散谱的能级 
便稠密起来■公式 （66.3) 的适用条件是“轨道半径”值要充分大，即^ - h 2 en 2 / 
me 2 » a . 这个条件对于大 n 显然满足.但是在大 £• 的晶体中对于 / i 〜】 ，此条件 
也满足①. 


在本节最后，我们再谈谈§61中关于传导电子的数密度在半金属中存在下 
限的论断. 

电介质中，在 r = o 时不存在电子和空穴，它们可能形成束缚态，这意味着只 
能出现能谱的新分支.在补偿金属中这种可能性意味着：具有自由电子和自由空 
穴的态不是最低的态，即金属型能谱是不稳定的.在电子和空穴之间存在别的准 
粒子而屏蔽库仑相互作用，这就消除了形成束缚态的可 能性. 换句话说，准粒子 
间的平均距离必须与激子的线度(在其基态）同数量级或者更小.我们注意 
到，对于金属，由这个要求所建立的电子和空穴数密度的允许下限，随它们的有 
效质量之 蹲小而 下降. 


§67半导体中的电子和空穴 


纯净（或称本征）的半导体晶体的能谱与电介质能谱的区别仅在于量的方 
面，即前者能隙值4较小，因此在通常温度下，半导体中存在相当大的（与电介 
质相比）载流子密度.显然，这个差别是有条件的，并且也与我们所感兴趣的温 
度区域有关②.在杂质（或合金）半导体中杂质原子是电子或空穴的补充源，对于 
给晶格提供电子（施主杂质）或从晶格接受电子（受主杂质）的杂质原子，其能隙 
比基本谱的能隙小. 


① 值得注意的是，能带上边缘（极大值）附近有效质量是负的，能够形成两个电子 （或两 个空穴.>的 
束缚态 .这些态的能贵位于禁戒区域内高于双电子总能量极大值的地方 • 

② 我们写出某些半导体的能腺值 4: Si — 1. 17 eV. Ce—0. 74 cV.InSb—0. 24 e V, CeAs—1. 52 eV, 
PbS—0.29 eV •对于典型电介质金刚石 4 = 5.4 e V. 



半导体中的电子和空穴 


我们要详细讨论半导体（或电介质）中能隙大小4与传导电子密度以及与 
空穴密度间的关系. 

电子 （ e ) 和空穴 （ h ) 成对地产生和消失，从热力学观点看，可以当作“化学反 
应” e + h #0( 晶体的基态起“真空”作用）按普遍规则（参阅第五卷 §101) 这个 
反应的热力学平衡条件可写成下式 

+ Mh = °> (67.1) 

其中 A 和 A 是电子和空穴的化学势.鉴干半导体中（在 T « A 时）的电子密度 
(\)和空穴密度 U h ) 都不算大，它们的费米分布可相当精确地归结为玻尔兹曼 
分布，因此电子和空穴形成经典气体那么用通常的方式（见第五卷§ 】01 ) 根 
据条件 （67.1) 便得到质量作用定律，据此定律，平衡密度之积 

n e n b = K ( T ), (67.2) 

式中的右方是只与基本晶格性质有关的温度函数.在此晶格的原子上产生与湮 
灭电子和 空穴； 这个函数与是否有杂质无关.我们计算函数 K ( n ， 为了明确起 
见-电子和空穴的能量采用准动最平方的函数 （66. ! ). 

单位体积内的电子按准动量的分布由玻尔兹曼分布给出 

(因子2是考虑到自旋的两个取向）.实行代换 

1 d 3 A s/2ml /z , -- 

2 (2 .) j ，以7^叱， 

便过渡到按能量的分布，其中％ = 而叫，叫^ 3 是有效质量张量 

的主值.于是，单位体积的总电子数是 

= eM/r L y ^~ Ae ' fr/r<i ^ 

(鉴于快速收敛，积分可扩展到无穷大）.计算积分，得出 


是有效质量张量 


f 、 V2 


/ 


类似地，得到 


w (黑广， 

最后，把两个式子相乘且考虑到 （67.1) 式，获得所求的结果 


(67.3) 


(67.4) 


①在常温下.半导体中电子和空穴的密度10 13 -10 1 


，而在金厲中它们的密度为 10 M ~ 10 21 
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(m e m h ) 3 _ d/r 
W =- z—7 — 1 e 

e h 2^ h 6 

在本征半导体中，全部电子和空穴都成对 出现: 

/ v 3/4 

{rn f m h ) 3/2 
= n. = - 1 e 

取式 （67. 6) 和式 （67. 3) 相等，求得电子的化学势 < D . 


(67.5) 

(67.6) 


A 3 T rn h 

^=-^- + X ln - (67.7) 

L 4 m e 

至于讲到电子和空穴对半导体热力学量的贡献，在 T « A 时它是指数型微 
小.考虑到产生一个电子-空穴对，需要接近 A 的能量，电子-空穴给内能的贡 
献为匕这里\取自 （67. 6) 式.这个最与晶格对晶体能量的贡献相比 
常可忽略不计. 


§68简并点附近的电子谱 

在这一节我们用简单的例子证明，如何从对称的考虑出发求出半导体（或 
电介质）中电子和空穴在 A : 空间（倒格子）某些特定点附近能谱的 类型； 这些特 
定点是按其对称性选出来的 

我们研究的晶格属于立方晶类 O h , 因而对 A : =0点（即倒格子立方晶胞的顶 
点）附近的能谱感兴趣，这个点具有完全点群 O h 的固有对称性 

作为第一个例子，我们研究不计电子自旋的能谱，并假定能带中的能级恰好 
在灸=0点上是二重简并的，并属于群化的不可约表示 F 、 ③. 离开々=0点简并 
便 消除； 问题是寻求这一点附近的色散律 HA ) 的全部分支. 

在§59中说明过，在 * 空间怎样才能把对某个 k : k 0 点的偏离当成微扰. 
微扰算符的具体形式在这里对于我们是无关紧要的.只要知道每一级小量分= 
灸-心（在本情况下 < =0,因之 9 = 对能量修正式的结构就够了•第一级修止 
项由 At 型算符的矩阵元（对应于同一简并能级各状态之间的跃迁）构成的久 
期方程来确定，其中^是某 个矢量 算符.在本情况下，由于在对称群内存在反演 
中心，算符^所有的矩阵元显然为零，因此不存在的一级效应（对比笫五卷 
§ 136) ，对能量按 A : 的二级修正由下列算符的矩阵元所组成的久期方程来确定 

“fA 人、 （ 68.1) 


① 在文献中这个簠常常称为费米能级.佴是.我们着芾指出，半导体中电子的化学势绝不具有在金 
瑀 中才存在的界限能的含义. 

② 不考虑电子的自旋时，这 个问题 在形式上勾晶’体屮声子能谱的问题相同.参阅第五卷5〖36. 

③ 点群表示的记号见第三卷§95, §99. 
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这里是某个厄米算符的张量（对 A 下标对称）；其中包含哈密顿童在微 
扰论二级近似中的々的线性修正项，也包含一级近似中的*:的二次修正项•在箅 
符 （68.1) 的矩阵元中显然有不为零的.但是，由于对称性的要求，矩阵元之间有 
一定的关系. 

在对称操作时，就其变换规律来说，作为表示&基底的波函数可以选取 
- x 2 + coy 2 + oi'z , 中 2 - X 7 + a ) 2 y 2 + coz 

的形式，其中 

0) = e 2w ‘ /3 ， (o' - (x)' , 1 + 0) + to 2 =0. 

在这里符号〜代表“变换如”的意思.绕立方的空间对角线转动 C 3 ，使坐标按照 
Xi y , z -* z , x t y 变换; 此时，函数也，少 2 进行如下变换 

C 3 :,中 2 一(0 2 屮 2 , 

绕立方体棱的转动 C ：( x y y , z -> x , - z , y 的变换）函数按照 

C l •木 ~*中2, ^2^) 

变换，等等.在坐标反演时改变符号，而函数也，匕不变 • 

由此容易得出，非对角分量 h 的所有矩阵元都为零，而对角分量的矩阵元 
归结为两个独立的实 常数： 

〈1 l*y„ 丨 1 > =〈2 12〉=〈I ly” 11 〉 =… sj. 

0 • 7, J 2 > = (2l-y„ll> =B,(l !y„12) =<oB. (11 12 ) =oj 2 B, 

现在算符 （68.1) 的矩阵元为 

〈 imi> = (2IKI2) =A/c 2 , 

(11V12) =<2mi〉. = ： B(kl +( ok 2 r + o> 2 k]). 

用这些矩阵元构成久期方程并求解，我们得到能谱的两个 分支： 

. 〜 W ~ e (0) = W 2 ± fi |>、3(0; + A ：»0;)] l/2 . (68.2) 

除立方体对角线（纥外，在一切方向上离开 Jfe =0点，都可使简并消 
除①. 

作为另一个例子，我们研究具有电子自旋的 能谱； 此时对称群的双值（旋 
量）表示与能级相对应.假设在 * =0点，与群的不可约表示/^(或/^^②相 
对应，能级是四重简并的. 

这样表示的基函数可以选择如角动量> = 3/2的本征函数 《^( m = -/>•■，>) 


① 对于表示 £ u (在 *=0 点）也可得到与 （68.2) 相同的结果.在该点附近色散律对于如下 -- 拽不冏 
的表示总是相的，这呰表示的区别只在于乘上任意的一维群表示（在该情况下显然，在 
这些情况下在不同的基函数之间的跃迁矩阵元以同样的关系相互联系. 

② 对于金刚石、硅和锗的空穴能带底就有这种侑况，这些物质有 N — 类型的晶格， 
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—样变换的函数®.这件事情，允许我们运用下述方法而使问题的求解大大简化 
( J . M . Luttinger ,1956). 

对于四维表示，算符 （68.1) 的矩阵是 4 x 4 的，有16个元素.所有这样的矩 
阵都可表为16个已知的线性无关的 4 x 4 矩阵的线性组合.作为这样的矩阵， 
我们选 

n m ， 【 L ， mh ， 

并盱循环置换指标 Ly〆 , 这有〗5个矩阵，再一个矩阵为彳人，吣，又 I + 丨 +( 记号 
{…}♦表示反对易）.这里人，/，，又是角动量 > = 3/2的笛卡儿分量对四个函数 
少!： 2 所取的 矩阵. 另一方面，这样选择基函数时必须认为算符人，八，入在转动和 

反射时作为轴矢量的分量进行变换.这个事实允许将算符^写成 <，、，<的二 
次型，它由对群 A 所有变换都是不变的表达式 构成： 

P V 2 + 4/3 2 ( A ^ + ^ + A ^) + 

+芦 “ M y { A ，入 }♦ + K k Aj \ J ,}* 丄）， (68.3) 

其中 A , 氏，床是实常数. 

现在，算符 （68. 3) 对于函数 

中、 ，屮2 〜 C ， 垆3 ~d 少 4 - fp 3/ - l /2 

的矩阵元，根据熟知的角动量矩阵元[由第三卷公式 （29. 7—29. 10) 给出]容易 
算出. 这样的计算得出下面的表达式 

V U =^44 = 03, +3^)(^； + k 2 r ) + ( p i +9氏）<， 

V n = L = (A + 7 氏 ）（S g) + ( 氏 + 床 W ， 

匕= -心令 A ( k ， ik ,)， ( 68 .4) 

= ^24 =2V3^ 2 ( - k]) +^y-/3 3 ik x k y , 

^14 = ^23 = 0 . 

注意到能级显然不会完全分裂——还必须保留二重（克拉默斯型）简并，久期方 

程的构成就可以得到简化 • 就是说，久期方程的每个根 - 40 ) (矩阵 
的本征值）将是重根.换句话说，每个本征值 A 将有两个线性无关的一组量 
A ( n = 1,2，3，4 ) 与之对应，它们是方程 

X =^< P n (68.5) 

h 

①在第三卷§99的习題中已证明全旋转群的不可约表示 D < V 2> 对群0仍保持为不^了约的，并与其 
表示 D '— 致. 
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的解.于是叠加这两组董，我们可以给量&附加一个补充条件，特别是使一个量 
为零，如取史 4 =0,则的方程 （68. 5) 给出 

+ ^ 42^2 + ^ 43^3 =0 - 

由此把 h 值代入 n = \,2 的方程中，获得只有两个未知& 和％ 的两个齐次方程 
的方 程组： 

V l 2 - V ' 42 V l 3 / V 4 , Y %)_ (<PC 

,^2i - k? - K-, KyKi 八炉， y \ 史 2 / 

(n = 3 的方程并无新意）.于是 4 x 4 矩阵的本征值问题归结为 2 x 2 矩阵的问 
题.为它构成久期方程并解之 [1^ 值取自 （68. 4) 式]，得到 

A = y ( L + D 土 [+( W + 丨^1、1匕 3 | 2 广， 

最后得到 

s ,, 2 ( k ) - e (0) = Ak 2 ±[ BkUC { k \ k \ + k 2 X + k 2 r k ])) l/2 , (68.6) 

其中 

4=办, + 5 氏 ， B = \ e^\ t C =3 (+/J 卜 16 成). 

( G . Dresselhaus . A . E . Kip 和 C . Kitlel , 1955). 在各个方向上离开 k =0 点，能级 
都发生 分裂災 

我们简述一下，在磁场中在能带简并底附近描述粒子行为的方程具有何种 
形式的问题 • 为了明确起见，我们将考虑本节研究的第二种情况——能谱 
( 68 . 6 ). 

直接利用按一般规则 （56. 7) 由 （68. 6) 式所构成的哈密顿量，就要碰到与 
k =0点附近能谱的非解析性困难.如果不在 （68. 6) 式而在矩阵型的哈密顿量 

(68. 3) 内进行代换 {二 / i ： - ei / fe C , (为了保持其厄米性，此时应该对 * 的分 
量进行对称化），这些凼难是可以避 免的. 然后，哈密顿量的每个矩阵元变成线 
性微商算符，它不仅作用在自旋指标上，也作用在方程 （68. 5) 中函数％(/0的 
宗量上，于是，这些方程变为四个线性微分方程的方程组. 

存在磁场时，为了计及自旋效应，必须给哈密顿量 （68. 3) 增加一些直接与 
H 有关的项，这些项不是由规范不变性的考虑中确定的.因为认为场是弱场，附 
加项必须是 A # 的线 性项； 这时由于假设 t 小，这些项不应与 jt 有关（对比 §59). 
在此情况下，这些项对于晶体的一切对称变换是不变的，其普遍形式是 

. i +" 5 ( 足；: (6 B .7) 

①我们指出，将微扰论应用于只冇一个简并能级的状态时，应假定分裂的 间隔 〆 ft ) ~ £：( 0 ) 小于到 
相邻能带的距离，其中也包括自旋-轨逍相互作用而产生的分裂. 
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在本节结束时，我们提出一个有意思的情况 ：设在 简并点 it 。 相切的两个带 
中一个是导带，另一个是价带.这样一种谱型中的能隙等 于零； 为了产生动量接 
近于 t 的电子和空穴，任意小的能量已足够.在一定意义 h ， 这样的晶体是介于 
电介质和金属之间的过渡性物质.能隙虽然不存在，但是电子和空穴的状态只 
在*空间的一个点上才没被分开.可以说，这种金属，其费米面被“收缩”成一个 
点 r = o 时，在这种无能隙半导体①内不存在载流子，但是在低温时载流子数 
按幂的规律而不是按指数规律增长.在 t 点附近不可能单从对称性的考虑来建 
立能谱的 形式； 电子和空穴的库仑相互作用使得这一点上的微扰矩阵元出现奇 
异性②. 


① 锡的晶态之一 ■ —灰锡就是例子. 

② 这个问题的详细研究请 参阅： A . A ‘ AdpHKocoB . C . fl . BeHec ^ aBCKMfl t ) K 3 T < I >59,1280( 1970). 
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§69铁磁体中的磁矩运动方程 

晶体的磁性结构使其能谱出现特殊的分支.在研究这些能谱时，我们首先回 
忆磁性物质中相互作用的一些特性. 

铁磁体内相互作用的基本形式是原子的交换作用，由其导致自发磁化.这 
种相互作用的特点在于它与磁化对晶格的取向无关 ：在考 虑到系统波函数的对 
称性，交换相互作用是电子静电相互作用的结果，并与总自旋①的方向无关. 

最简单的铁磁系统是晶格中的原子具有磁矩的电介质，并且磁矩平行时恰 
好在能童上是有利的，以此来确定交换相互作用的符号（“铁磁化”），这时，系统 
基态是所有的自旋平行的状态.确切地说，处于基态时系统的总自旋在某一方 
向的投影等于最大的可能值(对所有原子求和），其中&是一个原子的自旋. 

事实上，交换作用的哈密顿董与系统的总自旋算符 S 可对易，也就是与投 

影算符免可对易（因 为； 抑与各个自旋的方向无关，而算符 S 是自旋空间中的 
转动算符）.因此基态应有确定的 S , 值，而能量的最小值对应于 S , 的最大值.我 
们指出，这时每个原子自旋的投影\等于其最大值因此基态的磁矩等于自身 
的“额面”值乙化，其中是一个原子的磁矩.但是，这个性质被更弱的•、相对论 
性相互作用所破坏. 

复杂一些的情况是物体的磁化强度不等于额面值.尤其，不是所有原子间 
的相互作用都是铁磁性的时候，可能由两个相反磁化的亚晶格形成结构，亚晶格 
磁化强度不同，因此不能完全 抵消； 具有这种结构的物质称为铁氧体（完全抵消 
的情况，称为反铁磁体）. 

①对于铁磁体，旋磁比 g 的实验值极接近数值2,这一点证实了铁磁性的自旋 本质. 
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最后，在研究铁磁性金属的原子自旋时，必然涉及传导电子，传导电子无论 
如何，甚至在 r =0 时，也不可能完全磁化（由于费米简并效应）.磁性相互作用 
的特性还使铁磁体具有更复杂的基态结 构：磁 矩原子的非共线分布——所谓螺 
旋结构. 

与所有宏观系统一样，铁磁体的弱激发态可以看成元激发的集合，即准粒子 
气体.原子磁矩有序分布中的元激发称为自旋波 置子. 既然所讨论的是平移对 
称晶格中的准粒子，于是，自旋波量子具有的动量就不是真实的动量，而是准动 
量，准动量取遍一个倒格胞中的所有值.在经典图像中，自旋波量子对应于自旋 
波，就是磁矩振动沿晶格的传播.自旋波童子遵从玻色统计，因此，自旋波量子 
态大的占有数对应于自旋波的经典极限情况. 

如自旋波的波长大于晶格常数4即波矢 A << 1/ a ) ，那么，这个波应看成是 
宏 观的； 于是，波的色散律将通过磁矩宏观运动方程中的唯象参数（物质 
常数）来表达.因而自旋波量子的谱 e = 也将通过这些参数来表达.有一 
种确定自旋波量子谱的方法，完全类似于用声波振动宏观方程中的宏观参数 
(弹性模量）来确定长波声子谱.为实现这一设想，必需预先导出上述运动方 
程① • 

从只考虑交换相互作用的情况，来开始我们的研究. 

我们感兴趣的是铁磁体的弱激发态（只有弱激发态的性质才可用普遍的形 
式加以解释），所以应该限于磁矩的低频“慢” 运动. 磁矩方向在空间缓慢改变、 
而磁矩大小保持不变的就是这样的运动.事实上，磁化强度的平衡值是由交换 
相互作用确 定的； 因此，磁化强度的变化在任何波长都不与有限能耗相联系 （假 
设，物体处于远离居里点的状态，在居里点没有自发磁化强度）. 另 一方面，当只 
计及交换相互作用，物体作为整体，其磁矩转动时能量 不变； 因此波长越大，磁化 
强度在物体各处非均匀转动所需的能童就越小.换句话说，长波振动的频率小. 

决定磁矩方向变化的运动方程乃是在力矩 AT 作用下自旋角动量的进动 
方程： 


dt 

(见第一卷 （34.4)) 和欠分别是单位体积的角动量和力矩.磁矩密度（磁化 

强度） M 通过 S 依下式表达 


M=yhS 




①本节进一步的结果厲于朗进和栗弗席兹的工作 （1935). 我们指出.这些结果对于“交换的"铁磁 
体是正 确的.在这里我们不涉及所谓的弱铁磁体，在这样的铁磁体中只在考虑相对论件效应吋才昆现出 
铁磁矩. 
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式中7是磁矩与角动量之比 . _ iel 和 m 分别是电子的电荷和质量. g 为铁 
磁体的旋磁比（对比第二卷 §45). 因此, A # 的方程如下 

(69.1) 

如力矩 A ： 不依赖坐标，此方程为精确的.如 A ： 在空间缓慢变化，此方程为近 
似的. 

力矩反定义为自旋系统在无穷小转动时能量的变化.令 S 0 为沿旋转轴方 

向的矢量，其值等于转角，根据力学公式，力矩由给出（见第一卷 （34. 6)) .如 

:与坐标有关，应该将空间每点的微分涣成变分.最好这个变分是在温度、体 
积以及物体内每点磁场都恒定的情况下进行，对于这些变量的热力学势是自由 

能#.于是，力矩密度由以下方程 确定： 

= - J AT • 8 ^dK (69.2) 


写出磁矩变化时（准确地说是方向变化，因其值固定）自由能的变化 s ? 为 

s ?= - f • 8 MdF , (69.3) 

此处类比外磁场内磁矩能的表达式而引人“有效 ”场好 平衡时.因 
为磁矩的平衡分布刚好决定于自由能的极小条件.现在考虑无穷小转动 S 令时, 
M 的变化等于 

8A/ = x M. 

将此式代人 （6^ 3) 式并对比 （61 2) 式，得出力矩密度 
代入 （69. 1) 式，最后得出磁矩的朗道-栗弗席兹 方程： 


dM g I e I „ 

有效 


xM . 


(69.4) 


现在来证明，此方程表述的磁矩变化并不伴随能耗.此能耗 等于: 


q = t bs = _ a ? 

~ dt ~ dt ^ 7 ' 

式中 s 为物体的熵.为最小功，它是引导物体进人既定的非平衡态 所必需 
的.因此，利用（69. 4 )式，有 


①参阅第八卷 §36( 物体整体的热力学量，那里用草体拉丁字表示 ）_ 在非均匀分布时，正确的说 
法是物体的自由能（当体积给定时），而不是热力学势 S 衣.在这电，我们不关心磁致伸缩效应，即不考虑 
磁化强度变化时的应力和晶体的形变.此时可不区分6杰，6穴 
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* {H ^ xM )H 

于是论断得证.应该指出，无能耗是靠方程 （69. 4) 的右侧垂于^来保证的. 
(我们在下节末还要讨论能耗问题）. 

根据定义式（69.2)，对物体总自由能进行变分，可求出有效场的显式.总自 
由能由如下积分给出 

J [/.( W ) 十(/料 (69.5) 


(参阅第八卷 §39), 这里/。（财）是 W =0 时均勻磁化体的自由能密度，因为只考 
虑交换相互作用，所以与 M 的方向无关.是与矢量鉍的沿非均匀磁化体缓 
慢变化方向有关的附加交换能密度. 

将此能景按磁矩 W 对坐标的微商的幂进行展开，头几项的形式为 


1 dMdM 

2 dx t dx k 


(69.6) 


并且，这个微商二次型本质上是正定的. （69. 6) 式的组成（根据交换作用的性 
质）应与矢量 M 的绝对方向无关.单轴晶体的二阶对称张量％具有分鼉= 
，0：„ = « 2 (2轴是晶体的对称 轴）； 在立方晶体中％ = a S ih . 

如果在数量级为晶格常数 a 的距离上，磁矩方向有显著变化，再注意到晶格 
—个原胞非均匀性的能量应该达到交换相互作用能的原子特征值，就可以估计 
出系数〜的数量级.特征的交换能同居里温度八（铁磁性消失的温度）同数量 
级.由条件 ？ y a 3 ~ aM 2 / a 2 , 我们得到 


a - T c / aM 2 . (69.7) 

在物体每一点都给定 W 时，对积分 （69. 5) 进行变分，并对第二项进行分部 
积分，我们得到 


根据定义(69.2)，花括号内的表达式是第一项沿 A / 的方向，但是，当代入运 
动方程 (69.4) 中时，第一项总会等于零，因此完全可以把它舍去 0). 于是，我们得到 



d 2 M 

° lik dx i dx k 


+ H . 


(69.8) 


为了得到完整的方程组，给 （69. 4), (69. 8〉两式还要附加一个将场与磁 


化强度 M 的分布相联系的麦克斯韦方程.在下一节将要研究的自旋波是在 


a >« 以的意义上的低频波，在这些条件下的场是准 静场； 麦克斯韦方程中可以忽 
略对时间的微商，于是方程组变成， 


①徂是.此后在平衡时已不必变为零. 
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V xH =0, V • F = V • (H =0. (69.9) 

与此相关，在 H 恒定时，可能产生关于积分式 （69. 5) 对 M 变分是否合理的 
问题，虽然 M 和 H 通过 （69. 9) 的第二个方程相联系.但是，如果 取耔= - V<p 
(由于第一个方程）并计算积分对的变分，那么由于第二个方程此变分为零， 


所以《的变分对 S ^无贡献. 

如果物体不在外磁场中，那么它内部的场便完全与磁化强度的分布有关 ，一 
般说来这个场是与 M 同一数量级 的量. 在此意义上，有效场 （69. 8) 中的#项是 


相对论效应（我们指出，原子磁矩以及和它有关的自发磁化强度都用玻尔磁子 


/3= lel 6/2 m C 定义，这是一个在分母中含 <:的量）.因此，目前所研究的纯交换近 


似中 ，（69. 8) 的第二项应该略去，因此运动方程为 

dM g \ e \ d 2 M , 

= 7 ； —— oc ik -X n 

dt 2 me dx i dx k 


(69. 10) 


我们注意到这个方程是非线性的. 


方程 （69. 10) 可以写成磁矩连续性方程的 形式: 


dM, dJTq 

dl dx ( 

其中磁矩流密度张量为 ' 


(69. 11) 




dx k / 1 


这是预先应该想到的，因为在交换近似下物体的总磁矩守恒. 


现在我们考虑，在铁磁体中除交换作用之外，在电子磁矩之间还有更弱的相 
对论性相互作用 ：自旋 -自旋作用和自旋-轨道作用.在宏观理论中这些作用 
用各向异性磁能来描述，能量密度依赖于磁化强度矢量对晶格的 方向； 用这 
些相互作用来建立铁磁体的自发磁化强度的平衡方向.上边已经指出过， Af 同 
磁场 ff 的相互作用也属于相对论性的. 


在单轴晶体中各向异性的能量为 


" 样 = -fK 


(69.12) 


如果 / C >0, 那么平衡磁化方向就沿着对称轴—— z 轴（“易磁化轴”型铁磁体）的 
方向； 如果 / C <0, 那么自发磁化方向就位于印平面上（“易磁化面”型铁磁体）. 
立方晶体的各向异性能量可表为 

(69.13) 

其中轴的方向沿着三个四级对称轴（立方晶胞的各棱边）.如果 / r >0, 平 
衡矢量 M 的方向沿着立方晶胞的一个棱，如果 P <0——则沿着晶胞空间对角 
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线中的一条①. 

为确定起见，我们将研究单轴铁磁体.在 （69.5) 的被积分式中补充一项 
(69.12) ，对附加项变分后得到一项 - KM 厂 8 M , 其中 p 为晶体对称轴方向上 
的单位矢童.于是，对于有效场我们得到 

^° llk ' d^' k +KM：V (69.14) 

容易看出，有效场的这个改变已经概括了因顾及相对论效应而导致运动方 
程 （69. 5) 发生的 变化. 事实上，不存在耗散，运动方程的右侧仍然应当垂直于 
« 有* ，即应当有 AT 形式，其中 AT 和 M 的差别只能是相对论修正，这个修 

正值总远小于 M ， 因而并不重要 • 中的相对论各项附加到一个小量上.后 
者由于 A / 沿物体缓慢变化，因而才是微 小的； 而在波长充分大时这些相对论项 
可以变得重要起来. 


§70 铁磁体中的自旋波置子能谱 


把前节得到的方程运用于波的传播上，在这个波动中磁矩密度除围绕自己 
的平衡值财。进动，还进行微 振动. 我们将考察在整个体积内 A /。 为恒定的单磁 
畴样品，而且局限于波长远小于样品线度的 情况. 这时，介质就可以认为是无 
限的. 


首先研究的问题只涉及交换相互作用.即基于方程 （69. 11). 取 
M = Af 0 其中 m 是小量，于是可略去 m 的二次项而使方程线 性化； 由于绝对 

值 W = A /。， 那么在这一近似中 m 丄 A /。. 我们得到 



d 2 m 
dx ; dx k 


xAf 0 


(70.1) 


(这里及以后取 g =2). 对于与坐标和时间的依赖关系为 exp [ i(Jfc . r - w )] 的 
m , 我们得到 


i(om = —ak 2 m x M 0 , 


(70.2) 


其中 a = a (/ i ) —— 波矢 k 方向上的单位矢量 .这个方程分解成分 

量，有 



lei 


aMk 1 1 





①对于不同铁磁体量纲为丨的量 t / r 在几十分之一到 几十这 个宽度 范围内 取值.相对论相互作 
用与交换相互作用之比与数量级，通常为10- 4 ~10— 5 . 
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U 轴沿财。方向）.由此得到自旋波的色散律① 

co ^^- a ( n ) k \ (70.3) 

me 

我们看到，如前节初所述，在时,在交换近似下频率趋于零.自旋波中矢量 
m 在平面町上以恒定角速度6；旋转，并保证绝对值不变. 

在量子力学图像中用公式 （70. 3) 决定自旋波量子的能谱£ = /^ ②： 

e(k) = 2 ^ Ma ( n ) k \ (70.4) 

在二次量子化形式中，描述铁磁体的宏观量将换成自旋波量子的湮没算符 
和产生算符表述的各算符.下面将展示应如何处理自旋波量子的 （70. 4) 式. 

对应于经典量 A /， 我们引人矢量算符它的分量满足确定的对易规则.令 
$( r )5 V 是在 r 点物理无限小体元中原子的总自旋算符.不同体元 8 F ,,5 K 2 

的算符(/ ^)56 是对易的.同一算符 S ( r ) SV 的各分量满足角动量 
的一般对易 规则： 


S x hV - S y bV-S y hV - 5，=忒8匕 

或瓦 之-之文=忒/ 从(其余的对易子也类似）.在认一0的极限情况下，对任意 
。和^，这些规则写成统一的形式 

5,(/-, ) S / r 2 ) -S y (r 2 )S x (r x ) =^(^)8(^ _ r 2 ). 

现在，以印 2 乘这个等式，再注意到磁化强度算符 M = - 2便得到 

M x {r x )M y {r 2 ) ~ M y (r 2 )M t {r { ) = -21^(^ ) 8( r , - r 2 ). (70.5) 

在应用于自旋波时， Af 描述的是绕 z 轴的微小振动，在小童 m ,， m y 的一级近 

似下可以用数量来代换 （70.5) 式右方的算符这时 

( r i ) ( r ? ) " l ^ r ( r 2 ) m > ( r l ) - - 2 i /3 A /8( r , - r 2 ) (70.6) 

由此可见，量 '和在这种情况下（精确到一常数因子）起着正则共轭“广义坐 
标和广义动量”的作用，这与* p 和 〆 在液体中声波量子化时所起的作用相类似 
(§24). 但是，我们强调指出二者的主要区别.声子算符的对易规则 （24.7) 是 
精确的，同振动是否微小（即同声子态占有数是否微小）无关. （70. 6) 式的规则 
是近似的，只在小量 m 的一级近似中才是正确的. 

从对易规则 （70.6) 式以及符合线性方程 （70. 1) 的算符 < 和;^间的关系式 
出发，可以通过自旋波量子的湮没、产生算符来求出由，， 七等 算符的表达式，这 


① 自旋波的平方色敢律是布洛赫 （ F . Bloch ,1930) 用微观理论首先得出的.这个谘的宏观参量的表 
示式是朗道和槊弗席兹给出的 （1945). 

② 在本章中芦处处代表玻尔磁 子: /3 = Iclft /2 W . 
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和 §24 中对于声子所做过（参阅 §71 的习题 4) 的相仿. 

再来研究自旋波量子的能谱，并进而考虑相对论效应对这个谱的影响.现 
在已经必须计及 M 振动时产生的磁场 if . 这个场和 m 是同级 小量； 现在 用办表 
示它. 

麦克斯韦方程 （69. 10) 给出 

k xh ~0, k ' h = -4 irk • m . 

由此可见，场 A 的方向沿着波矢量，并等于 

h - -4 it ( n • m ) n , 

把 （70. 7) 式代人 （69. 5) 式的被积式的后两项中，我们得到 

—m • h — - — = 2tt( n • m) z 

OTT 

(这里去掉项，由于场 A 的有势性，对整个体积的积分变为面积分，因而这 
—项变 为零）•，在自旋波中，这部分各向异性的能量有时称为静磁能. 

假设铁磁体是单轴的，并且属于“易磁化轴”型，因此的方向沿晶体的对 
称轴 （ z 轴）： 螞=|/见鉴于以后的应用，我们还假设存在平行于》/方向的外场 
.0; 此时,样品应该是以 P 为轴的圆 柱体. 于是物体内部的场# = § + A . 线性化 
的运动方程（这里写的方程已乘过因子 W 为 



对于单轴晶体 a = a , sin 2 ^ + a 2 cos 2 沒，其中沒是 A : 和 p 之间的夹角. 

将（70_ 7) 的 A 代入到这里，并把方程写成分量式（其中 x 轴最好选在通过》^ 
和 n 方向（即 pxn ) 的平面上）.由获得的 / n , 和 '的两方程的相容性条件得出 
色散律 

e { k ) =2 y 3 M [ (af + ( ak 2 ++ ^- + 4 irsin 2 0 ) ] (70. 10) 

我们指出，由于存在 si n 2 0 = g / 尺 2 项，将4幻按分量的幂展开时便不具有简单 
的幂的 特性； 这与磁相互作用的远程性有关. 

这里对单轴铁磁体（“易磁化轴”型）导出的 （70. H >) 形表示式，对于立方晶 
体也是正确的.这是因为，当矢量 W 微小偏离其平衡方向时，各向异性能量的 
改变在两种情况下有同样的 形式. 例如，对于>0的立方晶体，当 A / 偏离立 
方体的棱方向的财,时， St /样 只与 M 和 M 。 之间的夹角办有关，并且 hUj , = 
把此式同单轴晶体相类似的式子 : KM 2 ^/2 进行比较，我们发现. 
为过渡到 t >0的立方晶体情形，只要在 （70. 10) 式中将 K 换成 2 K ' 便足够了. 
极易相信，用类似的方法，为过渡到 <0( A /。 的方向沿着立方体的空间对角 
线）的立方晶体需要将 K 换成41尺 M /3. 我们也注意到，在立方晶体中 a (/ i ) 归 


(70.7) 

(70.8) 




§70 铁磁体中的自旋波量子能谱 * 273* 


结为常数.而对“易磁化面”型（尺<0)的单轴铁磁体就是另一种情形 了：当 M 
偏离，变更 SI /# 既与 M 相对于 M 。 的极角有关，也与方位角 有关； 因此这种 
情形需要特殊研究——参阅习题. 

我们记得， （70. 10) 只属于能谱的开始部分，这部分的准动量 A << l / a ， 因此 
可以进行宏观 研究. 从大 K 方面，但是仍然满足（以 2 >>4 ir ，/0 这个条件来看， 
表达式 （70. 10) 归结为 

e{k) =2^Ma(n)k 2 +2^. (70.11) 

这里的第一项同纯交换作用的表达式 （70. 4) —致. 外场只给自旋波置子的能置 
增添祕 公项，于是，在这种近似中自旋波量子在 M 。 上磁矩的投影等于 -2 尽在 
物体中激发每一个自旋波量子都要使物体的总磁矩减小初. 

在相反的情况下 ， k —0 时表达式 （70.10) 趋于一非零值，（必=0时）等于 

£ (0) =2^ MK ^ \ Ysin'ej . (70. 12) 

于是，考虑磁的各向异性在自旋波的谱中将导致能隙的出现 ®. 这很自然，因为 
有各向异性时，甚至磁矩整体进行回转（即 A =0时）也与有限的能量相联系.我 
们见到，在小 A ： 时，尽管相对论效应不大，也会给能谱带来相当大的修正. 

自旋波量子的概念，作为元激发是关于物体的弱激发态的，因而是与低温有 
关的. 因此，关于自旋波量子的公式中一切物质常数（也包括磁化强度 M ) 必须 
选取 r = o 时的值. 

回头再来讨论§69中关于耗散微小的假设.在量子图像中耗散意味着自 
旋波童子寿命是有限的，这是由于自旋波量子之间以及同其它准粒子的相互作 
用所造成的. 

如果开始讲自旋波量子之间的相互作用，那么首先应该指出在交换近似下 
自旋波量子的数目是不变的（每个自旋波量子为虼提供同样的贡献-2/3,而交 
换作用使岣保持不变）.因此在此近似下只能发生散射过程.但是散射概率随 
温度的降低而减小，这只不过由于散射体数量的减小而造成的，因此在7 = 0时， 
无论如何，交换性的衰减都要趋于零.下面可以见到 （ §72)，在交换近似下一个 
自旋波量子的状态确实是系统的严格的定态 .® 

在 r = o 时自旋波量子的衰减只是由其裂变过程引起的，这种过程只在计及 
相对论性相互作用时才有可能，因此它们的概率较小.此外，在小时由于过程 
终态的统计权重（相体积）小，裂变概率总是降低的. 


① 相应的频半 w ( o ) 称为铁磁共振頻书. 

② 还要指出，在交换近似下两个自旋波 a 子间的敗射截面随 k 能&的减小而趋于零（参阅 §73). 
这一情况.在低温时进一步减少 r 自旋波量子的交换衮减.在充分低的海度下，对散射过程来说，相对论 
效应已很重要了. 
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自旋波量子与声子的相互作用（在这里，交换相互作用哈密顿量中与晶体 
形变有关的部分起微扰算符的作用）也要引起自旋波量子的衰减.在 r = o 时， 
还可能由自旋波量子产生声子的过程，但是，为此自旋波量子的准动童应该充分 
大——自旋波量子的速度如 / WA 应大于声速（参阅254页的注）.过程概率小 
也是由于终态统计权重小的缘故. 

最后，在铁磁金属中，自旋波量子（由于跟传导电子的交换相互作用）从费 
米面下，总可能激发电子.这里，在小 i 时，过程概率小也是由于终态的统计权 
重小的缘故. 


习 题 

试求“易磁化面”型单轴铁磁体中自旋波量子的能谱 （尺<0). 

解： 平衡磁化强度位于垂直于品体对称轴 （ Z 轴）的平 面上； 我们选方 
向作为 x 轴，此时磁矩运动的线性方程的形状是 

- iem =2^{ ak 2 n t x m - \ K \ m I n y - n x xh}. 

其中是沿坐标轴的单位矢量，而矢量 m 位于垂直于 A /。 的％平面上.将 
(70. 7) 的 A 代入，写出分量方程并使所得方程组的行列式等于零，得到自旋波 
量子的能谱 

€( k ) =20 M [ a k 2 ( a k 2 + \ K \) +4 ir 3 in 2 0( aA 2 + \ K \ S m 2 ( p ) ] 1/2 , 

其申 0 和屮是 A : 相对于 Af 0 方向的极角和方位角（而且方位角由 xz 面上算起）. 
在敁 2 >>1 时，我们又回到平方型谱 （70,4) ，而在时，自旋波量子的能量趋 
于： 

5(0) = 4( tt I AH ) W2 ^M I sin 0sin <p |. 

而当 A ： 位于对称轴与晶体自发磁化强度所构成的 xz 平面上时，上式变为零.但 
是，这里趋近于零是近 似的： 考虑到各向异性能量中的高阶项时 ，在町 面上也会 
导致各向异性的出现，从而在所有 * ①的方向上将会出现有限的能隙. 

§71铁磁体中的自旋波量子热力学最 


铁磁体中激发的自旋波量子对其热力学量有一定的 贡献. 当在意义 
下的低温时，利用前一节所获得的结果可以计算这一贡献.实际上，在温度为 r 
的热平衡时自旋波量子的主要部分有^〜？ 1 的能量.对于平方形谱 

e ( k ) =2^ Ma ( n ) k \ (71. 1) 

这就是说，温度 T « 时，激发的自旋波量子具有准动量 A ： <<( T c / fiMay 々 .利 


① 我们记得（参阅第八卷 §317) ,各向异性能量按 M »的展开实际上是按相对论比值 y / c 的展幵 
(因此与 M 是否饿小，即与是否接近居里点无关）. 
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用对 a 估算的 （69. 7) 式，估算出磁化强度为办/<1 3 (平均一个原胞中的磁矩 
约为数个 /?), 由此得到 M «1，即§70结果的适用条件. 

铁磁体热力学量的“自旋波量子” （ magnon ) 部分可做为化学势等于零的理 
想玻色气体的热力学量来计算.例如，对自旋波量子的热力学势 0( 下标用 mag 
表示——译注），有 


叫 1 … 


(71.2) 


[参阅第五卷的 （54. 4) 式].由此，自旋波置子对内能$的贡献为 

H 令^六器， ⑺ .3) 

自旋波量子对自发磁化强度的贡献给出后者随温度的变化.这一贡献，是 
通过对外磁场的微商而得的，为 


-MW =- 




[参阅第八卷 （31.4)]. 对 （71.2) 式微商，我们得到 

M = - ( ~\ — - - (71 4 ) 

微商 -( 如心公）是自旋波量子的本征磁矩. 

在温度『>>2邱 M ②时，我们计算积分（ 7 】.3— 71.4); 这时自旋波量子的谱 
可以利用极限表达式 （71. ! ). 鉴于积分快速收敛，积分可以扩展到整个*空间 
( 代替一个倒格胞）.设《 是常量 （对于立方晶体），且作替换经过 
显然的代人之后，得到 

_ Yt n r x 3/2 <\x t/ r 5/2 r (5/2)^(5/2) 

7^T = 一 . 

为了简化，这里取标记 4 =2/3 Ma (因此 C : Ak 2 ) ③. 于是对于热容量= 
祕../奸，我们得到 

Q = 丄号^^ = 。" 3( 子广 K (71.5) 

我们指出，这个表达式只给出热容童的自旋波量子 部分； 此外，晶体热容量还包 
括通常的声子部分. 

回到 （*71. 4) 式的积分，根据 （70. 11) 式，自旋波量子的磁矩取值 -2/3. 因此 


E = 


广 严 如 = r s /2 r (5/2)^(5/2) 
Jo e x - ] ~ 4 t 7 2 A 3/2 


① 在化学势 m = o ( 因此少 = %= o ) 时， a E = ^ + rs -外=吖+认熵当然，尤葙利 
用公式 （71. 2〉也可直接写出 （71. 3) 式. 

② 对于典型值.好=2)<1(^(；,这个条件给出7':»11(. 

③ 关于这一类甩的积分计努:参阅第五卷 §58. 


时得到 
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由此 



= A /(0) -0. 117^( T/A) i/2 . (71.7) 

(既然声于本身不带磁矩，自旋波童子的贡献当然就包括了磁化强度的所有变 
化）.于是，当温度取范围时，自发磁化强度的变化便遵守尸 /2 
定律 （ F . Bloch , 1930). 


在自旋波量子的谱中存在能隙 （70. 】0),在更低的温度范围内将使（:„ ^和 
对温度有指数函数的依赖关系.在时 


C„.,,W m . 8 ocexp( -2^KM/T). (71.8) 

指数分子中的量在0=0和 0 = 时是能隙的最小值（还可参照习题 1). 

如果铁磁体的自发磁化强度在基态等于最大值（所谓额定值），对应于物体 
的所有原子磁矩都平行，那么施加与磁矩同一方向的外磁场时这个值亦不再变 
化，就是说在这个方向的磁化率;^等于零. 

考虑相对论性相互作用吋，自发磁化强度（『 = 0时）与其“交换”值相比将 
减小，于是导致出现不为零的磁化率 （ T . Holstein , H . Primakoff ,1940). 虽然这个 
效应很小，但是计算它却有原则性的意义. 


在前面计算热力学量的磁性部分时我们舍去“磁性谐振子”的零点能，在这 
些量的温度关系中它没有贡献.零点能对应于自旋波量子态的占有数为1/2： 

相应地对于“零点”磁化强度有 


(71.9) 


糊 結 • ⑽) 

k 值大时这个积分发散，就是说积分主要决定于短波自旋波量子~ 1 ) ，对这 
样的自旋波置子根本不能进行宏观研究.但是我们将看到，在相对论效应的影 
响下磁化强度的变化，决定于自旋波童子的长波能谱区域，并可借助于§70中 
获得的公式来计算. 


为简单起见,我们将研究立方晶体，并在此惰况下忽略小的各向异性常数， 
即将自旋波量子谱 （70. 10) 写成形式 

e ( k ) = 2 p [ ( bk 2 + 幻 )（ bk 2 + 办 + 47 rMsin 2 沒)] 1/2 (71.10) 

其中6 在这个表达式中由于考虑了静磁能而产生的 4 <TrM • sink 项对应于 
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相对论效应.从 （71. 9) 式减去以 e ^( k ) = 2 ( ibk 2 -2^ &代替 e(A:) 的同一积分 
式，则得到待求的相对论效应影响下磁化强度的变化 

m = - T ! a % [e(k] - £ ^ (k)] ^ (7,1,) 

这个积分在大&时已变为收敛的了 

为了计算上的方便，首先在6 —定时取 5A/ 对 W 的微商 [ 为此在 （71. 10) 中 
已引进 i 己号简单变换后得到 

dhM 4 tt 2 /3M r r r" _sin 4 ^ • 2itk 2 die • sin Odd _ 

~ (2 TT) 1 Jo Jo ( bk 2 +^) l / 2 ( bk 2 + 4irMsin^) 3/2, 

由于对以的积分收敛，所以能够扩展到*. 

€>=0时积分容易 计算； 然后对 Af 积分，得到 

桃=-淳 （71.12) 

3a 

这个值很小 ：5/ W / M 〜 HT 6 . 

如果外场很强（幻 >>4 ttM ) ，可在被积式的分母中忽略 • sink 项.此 
后，计算得出结果 



(71. 13) 


$—00 时，趋于零.这是当然要得到的. 

在结束时我们指出，如果我们企图把本节在三维情况所使用的方法，用来研 
究二维铁磁体的磁化强度对温度的依赖关系，那么（在纯交换近似中）代替 
(71. 6) 式我们将得到对数发散 积分. 这就是说,在所有 7 V 0 的情况下交换相互 
作用的二维系统实际上不存在自发 磁化. 这与§27中指出的二维玻色液体（以 
及第五卷§ 137中的二维晶体）的情形相类似.系统的能量不依赖于磁矩的方 
向，导致其表达式中只含有矢量 M 的 导数； 结果也导致使磁化破坏的涨落发散 
(二维情 况）. 考虑与 M 的方向有关的相对论性相互作用，就可以使涨落得到稳 
定并使二维铁磁体的存在成为可能. 


习 题 

计算溫度 raHO ) 时热力学量的自旋波量子部分. 

解：重 要的情 形是： 具有小准动量在能咪为最小的方向上，即在0=0和 
0 = 的附近传播的自旋波 量子； 这两个0值给出同样的贡献.例如，在小角度沒 

①为避免误会，我们指出.不可用此法定义基态能董的修正，因为没对沿取微商而利用自旋波居了 • 
的长波能谱表达式时.对的积分发散. 
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时，对所要求的精度，有 

e(k) =2/3KM + Ak 2 +4 tt/ 3M0 2 . 

其中，对于立方晶体4 对于“易磁化轴”型的单轴晶体4 =2办 Ma 2 . 在我 

们所讨论的溫度时自旋波量子的分布可认为是玻尔兹曼分布 （ 即在被积式的分 
母中忽略1)，并处处以 〆 ()）替换指数函数前的因子 〆 灸）.把对 A 和 0的积分 


扩展到~，结果得到 



=V 


Kf n 


2§ KM \ 
T ) 



在计算热容量时只需对指数函数因子 微商： 

、 =2 pmr - 2 E ^. 

2.在^ »4* nrW , r »/3^ 条件下，试确定磁化强度与外场的关系. 

解：在 所给的条件下，可以忽略相对论项，并将写成 （70. 1〗 ） 形式.微 
商 （71. 4) 式，得 


dM _ 4/3 2 
T 


/ 


d 3 ^ 


(e" r -l) 2 (2^) r 

在积分中重要的是小 it , 因此 

f i d 3 k T 广 k 2 dk 

构 ^ £ 2 ( 2 tt ) 3 2ir 2 io ( ak 2 M 0 + ^>) 2 

(取 a ; = consl ; A /。 取 A / 在公 =0 时的值），最终得到 


m _ T 

d ^ = ^ n ( aM 0 ) i/2 ^ t/J ' 

于是，在所研究的条件下 

3. 试确定于 ： T =0 时，在弱磁场中，磁化强度对外场的关系. 

解：把 （71. 10) 式的幻代入 （71. 11) 式，再将积分式 （71. U ) 对公微商, 

得到 

dM _ r __ 4 ir 2 ^ Q $ in 4 g d 3 A ： 

! {(aM^k 2 +4^^ 2 9 + ^)(aM 0 k 7 T^)^ (2<n) 3 . 

在公 —0 时，对 dA 的积分在小 A 情况下是对數发散的.因此，如只局限于对数的 
精确性，可以在分母的第一个因式中取 A =0,公=0,而在第二个因式中取兮=0, 
但同时，在 fc 2 ~^/ a M 时从下面并在 V -4- rr/a 时从上面截断积分.于是我们获 
得 


dM 一 /6 ^ 4 ttM q 

d ^~32^ M 0 a inn ^ 
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注意， （71. 10) 式中忽略了 在兮《尺财时在对数中用 / CM 。 替代砭. 

4. 在交换近似中试确定在/ ■>>« 距离上磁化强度涨落的空间关联函数. 
解:算 符七和'满足 （70. 6) 式的对易规则，它们通过自旋波量子湮没和产 
生算符可表为（在薛定谔绘景中） 

m t (r) =(PM/V)' / 7 Y J (a*e'*' r +a ； e- 4 ' r ) t 

k 

m y ( r ) = i (^ M / V ) i / 2 Y J ( a * e i 4 r - a；e ^* r ). 

k 

借助这些算符我们计算关联函数 

< Pu ,( r ) = --( w . Cr , ) m k ( r 2 ) + m k ( r 2 ) ) ) , r = r , - r 2 

(下标取遍值）.考虑到不为零的对角矩阵元，只有乘积 < a t + a t 〉 =妖和 
〈 W + 〉 =〜(其中 〜 是自旋波量子态的占有数），我们得到 

^ r )^ ik \20 M { n k ,\ y^ y 

被积式直接给出关联函数的傅里叶 分量. 式中的常数项可以 略去： 因为在 ( r ) 
里与它对应的是 S 函数项，而整个的研究只是对于 r > a 的距离.于是 
<P,Ak) = 2pMn k S ik = e^ (i)/T - 1 ]■ 』心， 

在经典极限情形/ << 7\得到 

( Pn ( k ) = 8 ils T / 2 ak 1 . 

在立方铁磁体中 o ; = const ， 于是 

( p lk ( r ) =5 lA r /4 Trar , r » { fiMa / T )' /2 . 


§72 自旋哈密顿最 

为了得到准动董在整个变域内（不仅仅在长波极限内）自旋波量子的色散 
律，自然需要利用铁磁体微观结构更细致的概念. 

我们所研究的电介 质：是 由轨道角动量等于零而自旋 S 不为零的原子所组 
成的.如果我们不涉及与原子电子壳层的激发有关的高激发态，则可以将系统 
的哈密顿量按基态原子的电子轨道参量求平均（此时，原子核固定在格点上）. 
结果我们得到只含原子总自旋算符的系统的自旋哈密顿量.① 

如果只考虑与自旋相对取向有关的交换相互作用，那么哈密顿量中原子自 
旋矢量算符只会以标童结合的形式 出现. 研究由下列最简单的哈密顿量 

々文》 = _ 了 Z 人乂 S *，Jnm = J{ r m - r m ) (72, 1) 


①这与描写能级精细结构的单原了-哈密顿*的构造相类似，町对比第三卷 §72. 
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所描述的系统，有重要的方法论意义，其中求和遍及所有的 原子； “矢量”下标 
(整数分量）《和《是格点的 编号; 是格点的径矢.数人„称为交换积分（对比 
第三卷§62的习题）①.在对 m 和/ * 独立求和时，在 （72. 1) 式的求和中每对原 
子出现两次，而且，当然人„ 

在 （72. 1) 式中假定晶格的所有磁性原子都是相同的（每个原胞有一个原 
子）.作为这个哈密顿量基础的基本假设，认为晶格中的原子相距足够远.交换 
积分决定于两个原子波函数的“重叠”，而且随原子间距的增大而很快地（指数 
地）减小.因此对于原子间距较大的系统，相互作用可以认为是成对的，因此在 
(72. !) 式中不存在多于两个原子的自旋算符的乘积项.可以同样精确地认为， 
两个原子间的交换相可•作用每次只由一对电子（每个电子各属一个原子）来实 
现. 于是相互作用算符将以电子自旋算符的双线性形式构成，而对原子状态平 
均之后就成为原子自旋的双线性形式了 （ C . Herring ， i 966) ②. 

如果交换积分人^ >0,哈密顿量 （72. 1) 所描述的系统就是铁磁体.我们来 
确定这样系统的基态 能量. 这时设想还存在外磁场公，给 （72. 1 ) 式附加算符 

“ -2 膊 Z L (72.2) 

m 

U 轴沿外场方向 ）• 系统总自旋投影算符无论跟分 M 或跟 f 都是可对易 
的； 因此系统的状态可以按这个量的本征值进行分类. 

在铁磁情形，与基态对应的是总自旋投影的最大可能值，它等于 / VS ， 其中 N 
是系统的原子数（自然，这与有无外场 无关. 外场只标出选作 z 轴的方向）.令 
h 是基态归一化的自旋波函数. 

如果每个原子自旋投影都取本身的最大值 S ， 总自旋投影才能达到最大值 
NS . 因此 A •。同时就是每个算符、 t 的本征 函数： 

= % (72.3) 

我们引入下边所需要的算符它们满足对易关系 

Sj . - S . S , =2义， S t S t - S t S ,= ± S t (72.4) 

(参阅第三卷 （26. 12) 式）. 它们的矩阵元是 

<5 J 5 + 15,-1) =(5,-115.1$,) = 7(5 + 5,)(5-5, + 1) (72.5) 

[参阅第三卷 （27. 12) 式]; 算符 L 使分量乂值增加1， 而欠 使之减少〗.接着我 


① 用自旋哈密顿里描写交换相互作用是狄拉克引进的 （P. A. M . Dirac , 1929). 哈密顿 fi(72. 丨〉 式 
是凡.弗莱克 （ J . H . ven 乂1« : 1；，1931)引进的 ； 它通常称为海森伯哈密顿世，这是因为与此对应的铁磁体模 
型首先是海森伯研究的. 

② 在此条件下 .（72.1) 式的求和当然应该只对相邻原子对进行，但是这+能简化公式的 书写因 
此，不必明显计及这些条件. 
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们写出 

然后写出 

々=无 L ( m 又 ） _2抑乙匕. (72.6) 

m^n m 

其中 利用了 对称性人„=人„以及不同原子的算符的可对易性. 

由于算符1+只有使 S : 数增加的跃迁矩阵元，因而对于&数的最大值的态 
有 

5, ,^0=0 (72.7) 

[也可从矩阵元的显式 （72. 5) 中看到].因此把哈密顿量算符 （72. 6) 作用于波 
函数办上，得到 

= f -f Z J m .S 2 ~2^<Q!S/s} Xo , 

花括号中的表达式就是基态能量 A . 用对 m 和对 q = n - m 的求和代替对 ni 和 
n 的求和，最终写出£。的形式为 

^0= NS 2 X 人 _ 2/3 S ^, (72.8) 

系统在这个状态的总磁矩是 2网. 

依总自旋投影减少的顺序，系统的 下一个 状态对应于该投影的 yvs - 丨值； 
它相当于激发一个磁矩为 -2)3 的自旋波量子.总自旋投影的这个值是波函数 

(25)-^ S ,. -^ 0 (72.9) 

的状态所拥有的.算符作用在此状态上，使一个原子自旋投影减少1①•但 
是，这个函数并非系统哈密顿童的本征 函数； 在这一函数中还没有考虑晶格的平 
移对称性.皓密顿量的本征函数应该是所有序号 n 的函数 （72. 9) 的线性叠加. 
与我们在§55对周期场中电子的布洛赫函数所进行的讨论同样，为了正确考虑 
平移对称性1这个线性叠加的形式应该是 

Xk =(2 NSn e ~ ik -^ S n . Xo (72.10) 

If 

( AT " 2 是归一化因 子）. 常矢量 A 正是自旋波量子的准动童 • 

自旋波最子的能量是系统的激发态与基态的能量之差 - E 0 . 因此 

[fH 0 ) Xk = e (k) Xk 

①注意到 （ t - AT 。）•（ L -如）=办.々乂 _办 -GlU IS > =( S \ S at IS - lXS -1 IS .. I 5> 
= 2 S , 就容易验算函数 （ 7 2.9> 的归一化系数， 
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将表达式 （72. 10〉代人这一等式的左方，然后以代替^:必。，我们得到 

e ( k ) Xt :(2 NS ')-' n Y (紙- - S m . H ) Xo - (72.11) 

n 

把 々写成 （72. 6) 式的形式，并利用对易规则 （72. 4)，不难计算出这一式中的对 
易子.再一次考虑 人^的 对称性，我们算出 

成- - S „ J = Z’JH - sj m .) + 2^ s m _. (72.12) 

m 

最后，把上式代入 C 72. 11) 式，注意（72.3)式并重新回到对9 = /|-//1的求和，我 
们获得 

^( k )Xk = {s X 1 - e， *' f, ) +2 ^ }xk- 

花括号中的式子就是所求的自旋波量子能量.由于求和号内表达式的虚部是~ 
的奇函数，所以求和时它变为零，因此最终得到 


£ (k) =S ^ 7,(1 - cos* • r ? ) +2(3^ (72.13) 

( F . Bloch ， 1930 )， 

在哈密顿童 （？2. 1) 所描述的系统中，这一公式给出自旋波量子精确的色散 
律.自然地，在小4的极限情况下它变为平方 定律： 

古 ( 幻 +2 妳 <72. 14) 

所研究系统的居里点八〜人因此当温度 r »> /时系统必然成为顺磁体.在 
这样的温度时，在一级近似下完全可以忽略原子间的相互作用.在这样近似下 
系统的磁化率将与原子自旋为 s 的理想气体的磁化率一致，并以公式 


/V 4/3 2 5(5 + 1) 
x V 3 T 


(72.15) 


表达（参阅第五卷 §52); 这是单位体积的磁化率.这个表达式是函数 |(r) 按 
l / r 的幂展开的第一项，展开式的其余诸项已经与原子的相互作用有关；我们来 
确定下一项. 

零场中的磁化率由勿 — 0时的微商幻定义，而磁化强度是以自由 
能的微商计算的 - dF / d 公. 为了求解提出的问题，必须算出精确到〗 / r 2 
项的自由能 F 的表达式. 

根据公式 F = - Tin Z , 其中 Z 是配分函数 
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求和遍及系统的所有能级所研究系统的能谱中能级的总数是有限的，并且 
等于原子自旋对于晶格取向的一切可能的组合数.每一自旋有 2 S + 1 个不同的 
投影； 因此所提到的数是 （2 S + 1)' 用字母上方的横线表示简单的算术平均值， 
我们改写^如下 


Z = (2 S + 1) 〜 




平均值 r * = TrH m /(2 S + 1 )' 依照算符迹的已知性质，迹可以由波函数的 
任意完备系 算出； 假如这一函数系对应于原子自旋取向的一切可能的组合.于 

是，求平均便归结为每一自旋对其方向的独立平均，这时元: =0. 现在 Z 的对数再 
按的幂展开，以相同的精度，我们得到 


F 


-/Vnn(2S + l )~^ + z L ： 


6 T 2 


(72.16) 


在这一表达式中我们感兴趣的是含❾ 2 的项，只有这些项对磁化率有贡献. 
略去所有其余的项，并注意到自旋分量的奇次幂在求平均时等于零，则得到 


平均值 


. (糊 2 
2 T 


F = - 


y (20^) 

V 27 12 




于是 


-^=5.^=0, 5：,=5 (S + l )/3. 


F = -^ 2 ^ 2 / V 5 (S + l ) _^^ 2 / VS 2 (S + l) 2 I 人， 
因此，最后得到磁化率 

清注意，方括号中修正项的符号与交换积分的符号^关. 


(72.17) 


习 题 

1. 以哈密顿量 （72. i ) 描述系统，在温度 T » J 时，试计算其热容量的磁性 
部分. 

解：热容量按 1/ r 的幂展开，其第一項可由自由能 （72. 16) 的 - P /2 r 項得 
出.用同样的方法对哈密顿量 （72.1) 的平方求平均，得到 

^ = T 2 Z Jl.S~sZ SX = 3^ +1)2 2 Z 4 


①自由能下一步的计算与第 E 卷§乃中的计界相当 ，一 直进行到展开式的下一项. 
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(因为 5^ = S(S + l )5 a /3). 结果，我们得到热容量 

这与第五卷公式 （73.4) 相对应. 

2. 忽略自旋间的相互作用，当/3兮与7■的比值任意时，计算顺磁体的磁化 
强度. 

解：配 分函数（对磁场中的一个自旋） 

， ；/ 2 氣、钟_4)叫 
2 %?•/ xp 卜 ^ 5 - ) == — ~ ^m7f) — ， 

计算其自由能，再对兮取微商，我们得到磁化强度 

4 〒[卜 +卜 出 f ] 

( L . Brillouin ,1927). 在 )3 兮 《 r 时 ，这个表达式变为 （72. 15 ) 式.在相反的极限 
的 >>： T 时，磁化强度按规律 


M = ? f [5- e X p (-? f )] 


趋于额面值. 


§73自旋波最子的相互作用 


自旋波量子相互作用对铁磁体热力学量磁性部分的贡献，是有重要的方法 
论意义的问题 • 我们记得，在§71中的计算是建立在无相互作用自旋波量子的 
理想气体概念之上的.现在就交换的自旋哈密顿量 （72. 〖）所描述的系统来研究 
这一问题. 

考虑到贡献只来自于小比值777；的最低阶项，我们便可以只限于自旋波量 
子的成对相互作用.这就是说，必须研究系统总自旋投影等于 NS -2 的双自旋 
波量子态. 

与此投影相对应的波函数是 

L = [4S(2S-l)r_ /2 H 

Xmn == (25) ~' S M . S a _ X 0 f Ttx ^ n . (73. 1) 

由于不同原子的自旋算符是可对易的，所以;^ «« •①，容易证实函数 （73 .丨）是 
以条件 AT 二=丨归一化的，用验证 （72.9) 式归一化的同样方式展开乘积，就可 


①如果 ft 旋. S ’ = 1/2•则以同一个算符两次作用于箪态波函数办上，使其变为零.于是.在这种 
情况下所有“对角的”波涵数^^-0. 
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做到这一点.同样可以证实不同函数尤„„是相互正交的 • 

函数 （73. i ) 本身不是哈密顿量的本征函数.系统的双自旋波量子定态波函 
数应该是的某种线性叠加，我们写出这一波函数为 

X + X (13.2) 

(由于;^«和1«是同一个函数，则应该取系数的集合是某一表 
象中的波函数，表象的独立变量是晶格中原子的序号. （73. 2) 式的第一个求和 
式中引进因子1/及是为了使模平方 il 2 等于 Z 在后者的求和中不同的 

少抑只出现一次. 

与建立单自旋波量子定态波函数的方程 （72. 11) 的方法一样，我们可以得 
到函数 （73. 2) 式应该满足的类似的方程 


+ (73 . 3) 

此处的是两个相互作用的自旋波量子的能量（括号 I …！ 是对易子）. 
将方程 （*73. 3) 右方的各对易子展开.为此我们指出： 




并利用对易子 I 分，义 -丨的 表达式 （ 7 2. 12), 然后考虑到对易规则 （72. 4)，把算符 


失移到最右边的位置上，在这里 又作用 在函数心上，并将其乘以 S . 结果得到 

{ 々 Hko=S Z U ml (S m _ - 5 ( _) 5 „. + 

/ 


I 

- J . X - S H . Xo + 4 膊戈乂 （73.4) 

为了简化公式的书写，未写出求和角标的上下限，求和按全部 f 值进行，然而“对 
角，，的 J lt =0. 

以后的计算步骤是把 （"73. 4) 式代入 （73. 3) 式，并使等式两边相同 函数; 
的系数相等，计算虽然十分繁杂，但却是初等的.结果得出少》„的下列方 程组： 
(2 JS =5 ^ + J ln t // Im ) + H - 

i 


•A [人 Z J lm ^ ln ] . (73.5) 



/25-1 \ 1/2 
l 25 ) .. 


其中 
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冉引进记号/代表求和式$入,，而后者显然与下标/!无关①. 

/ 

我们把这个方程从坐标表象（独立变量是原子的坐标匕，!^)变到动量表 
象，即取 


Kn 七 iHK ， k )， (r •〜， (73.6) 

矢董 A 代表两个自旋波量子的合准动董，而 A： 是它们相对运动的准 动量； 求和 
是按体积 /V y (iV 为晶格原了数^为晶格原胞的 体积） 的晶格所允许的/V个离散 
值进行的-和 iAm — 起，同样也应将下列交换积分表成傅里叶级数 形式： 

Z e it (r -* r -V(A), i(A:) = 2 ； /o,e- i *- (r °- , - ) (73.7) 

[因为八 ■=/„ ■，所以 /W =/( -*)]. 

略去简单的中间计算，我们直接引出方程 （73. 5) 变换的最终结果 

卜 (T+*) +£ ， (y - *) ] iff(K,k) + 

+ tu ( K t k , k ')^( K , k f )^ p ^= O y (73.8) 

J ( 2 订） 

其中 

NV { K , k y k ') “ 小 (f+ *) +i(f-it) + j(f + k， ) + 

+ ^(y-* ， j ] - — [ JOc - k 1 ) + J ( k + k f ) ]. (73.9) 

而 HA) 是由公式 （72. 13) 确定的单个自旋波置子的能量；用对—个倒格胞的积 
分来代替对 F 的求和. 

这样一来，关于系统的双自旋波量子态的精确求解问题[在哈密顿量 
(72. 1) 的范围内]便归 结为:求解一 个完全类似于动最表象中双粒子系统薛定 
谔方程[参阅第二卷 （130. 4)] 的方程.这时，函数 e(A) 相当于粒子的动能，而 
积分方程的核叭无彳夕'）相当于相瓦作用能为6/的，从动量 U 2 态跃迁（散 
射）到动量为 态时的矩阵元，其中 

= Y + k, ~Y ~ k, k，i = Y + k， ' k，2 ~^ ~ k ' 

在这一意义上，最好将以写成形式 

NV { k \ J k , i ; k x , k 1 ) =/4 s [y(^,) + J ( k 2 ) +/(*；) +/(*$)] - 


①当所存必„郝是任意的时候，对于自旋 S = 1/2这些方程也是 IF •确的 • 注意到，在 S = 1/2吋所有 
对角的 •完 全要从的方程中 消失. 在这种情况下，应该简单地认为不存在 m = n 的 方程. 
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-y[J(*, -k[) +取 


(73.10) 


一般情况下，方程 （73. 8—73. 9) 很复杂.我们只在假定 S >>1 时计算热力 
学量的 修正. 这一情况之所以简单，是由于自旋波童子能量 〆 幻正比于而它 
们的相互作用却与 S 无关[在 5>>1 时 ，（73.9) 中的系数 心 & 〗 /4]. 因此 
可以看成微扰.这时，来自自旋波量子相互作用而对热力学势的修正将简 
单地由 U 的平均值给出.取“对角矩阵元” 

U(m ， k 7 ) =±- ! [J(k ] ) +；(* 2 ) -J(k t -k 2 ) -7(0)], (73.11) 

我们就可以对给定准动量的自旋波量子态迸行平均.然后，用如下的积分来对 

自旋波量子的平衡分布进行统计平均 

c V 2 d 3 k 

n ^ = j n(OU 2 )r(D 2; K)- ( 心 > 6 2 , (73. 12) 

其中 n(k) =[ exp u ⑷ / r ) - l ]- 1 是玻色分布函数. 

在低温时•积分定义于小动簠的区域，与此相应，应该把所有的 
和八幻都按灸的幂展开.于是， eU ) 便由平方形表达式 （72. 14) 给出.由于 
•/( 幻是 A : 的偶函数，所以它展丌的头几项也是平方型： 

J(k)^J(0) 十〜灸人， 

U{k' ， k 2 \k' ， k 2 ) =~j^a ik k lt li 2k . 

但是，把这个对于和 fc 2 是奇函数的式子代人 （73. 】2)时，由于按 < 和心的方 
向求平均，其枳分值等于零. 

因此，在展开 _/( 幻时必须考虑四次项，结果在积分 （73. 12) 中函数 
(/( 冬，心；<， 心） 便是四次幂的形式，并且这个对于 < 和对于心都是平方的形式 
带给积分的贡献不等于零.由于积分迅速收敛，所以可将它扩展到整个 fc 空间- 
作变换*=_，就可确立/3 5 与 7* 和公的关系为 

n % ^VT s f(^/T). (73.13) 

并且/(0)和/\0)是有限的.由此得到磁化强度的修正项 

M TL-~~y ^ o = const - T . (73. 14) 

对于热容置的修正也遵从同样的规律进行①. 

我们看到，自旋波凰•子的相互作用只在777；的高级近似中才对热力学量有 


①这些结果（任意 Q 旋的眘遍情况）是戴森 （ F. Dyson. 彳 956) 酋先得到的 . 在叙述方程 （ 73. 5 ) 的推 
导时 ，我 们大体上遵循 R. J. Boyd , J. Callaway( 1965) 的工作 . 
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修正.我们记得，磁化强度及热容簠的磁性部分的主要项都遵守7° /2 的规律.在 
这些项以及与有关的修正项中还有正比于 r V 2 和 r 7 " 的项，这些项产生于自 
旋波量子能景 W 幻按 f 幂展开的后续项. 

利用得到的方程还可研究两个自旋波量子的束缚态问题.这些态是以方程 
(73. 8) 的离散（在给定 K 时）本征值的形式出现的.这些本征值作为变量 
K 的函数，乃是系统中新的元激发分支.但是研究表明，只在 A ： 值充分大时这呰 
态才能 存在； 因此在低温时，这些态尤论如何不会影响铁磁体的热力学暈①. 

习 题 


设 S » l , 试求立方晶格的磁化强度和热容量中与自旋波量子相互作用有 
关的修正项.在这种晶格中只对相邻（沿立方晶轴）一对原子的交换积分才不 
为零. 

解 ：每个 原子有六个最邻近的原子.按定义 （73.7) 得到 
J ( k ) =2 J 0 ( c . osk x a + cosk y a + cosk . a ) , 

其中 ■/„ 是一对邻近原子的交换积分，而 a 是立方晶格的棱 边长. 在小 ft 时 

/⑷ -4 [2 


(&和& 2 的奇次项已舍去）.自旋波量子的能量[根据 （72. 14) 式]为 

e { k ) = SJ , ak 2 +2抑 
(72. 12) 式的积分计算导致以下的结果： 

3^(3/2)^(5/2) / T \ 4 
~ M ~ ~ 2? I 4 ttS ； 0 I ， 


(< 表示 （函 数）. 


^ \5 tx ^ 2 (5/2 )N ( T \ 4 

Ci= 5 [4 isrJ 


§74反铁磁体中的自旋波置子 

反铁磁体的特点是晶格每个原胞里所有电子的磁矩相互抵消（处在无磁场 
的平衡态）.严格说来，磁矩密度是按原胞的整个体积分布的.但在反铁磁体电 
介质的晶体中可以相当精确地认为磁矩密度实际1：是集中在单个原子上，以致 


①参阅《.识 01 ^,丹;《./?押132.85(1963).所谈的是三维晶格问题.对于二维和一维情况在任何 
A : 时都存在自旋波凿子的束缚态. 
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可以用一定的磁矩來描述每一个原子.这些磁矩在所有的原胞里周期性地重 
复，造成反铁磁体的磁性亚晶格 （magnetic sub - lattice ). 

各种反铁磁体在结构上很不一样.关于其磁能谱问题我们可以研究一个典 
型例子，在每个原胞的等价点上（即对晶体的结晶对称性做任何变换时彼此可 
以互换的点上）有两个磁性 原子. 这些亚晶格的原子形成磁矩的平均密度，它们 
分别用财 ，和 财 2 表示，再引入两个矢置 

M = M t + M 2 , - M 2 . (74.1) 

在反铁磁体基态 M = 0， Z ^0, 而对于铁磁体 A //0， L ：=0. 我们着重指出两 
者在基态的電要 区别. 在交换近似中，铁磁体处于基态时所有磁性原子的自旋 
投影具有确定（的最大可能）值之=5,它对应于磁化强度 M 的额面值.反铁磁 
体在基态时，显然 亚晶格 的磁化强度不可能有自己的额面值，因为每个亚晶格的 
自旋投影之和不是守恒量（甚至在交换近似中也是如此），因此在定态它没有确 
定值.甚至各个原子的旋投影也没有确定值. 

可以类似§69中对铁磁体那样来建立矢# L 和 A / 的宏观“运动方程”的形 
式，用以描述的长波振动.磁矩密度 M 与铁磁情形有同样的方程 （69. 1): 


= 7 尺， 


(74.2) 


此时力矩由公式 （69.2) 来确定. 

如果考虑到存在角动量 ftS = M / y ，一 般说來，就表明系统——这里是自旋 
系统在旋转，便可得出 L 的方程.根据第五卷热力学公式 <26. 8)，此旋转的角 
速度可由自由能对此角动量的微商 定出： 


O/ 


此公式显然可以推广到空间有微弱非均勻的 情况： 


= J I28h 


f /2- SMdK 


L 随时间的变化就是具有角速度的旋转，描述此旋转的方程为 


(74.3) 


(74.4) 


现在来定义力矩 AT . 当系统转动无穷小角 S 沴，两个矢量 L 和 M 都要 变化： 
8 L = 80 x L , 8 A / = 80 x Af . 

变分自由能 f 并与确定欠的公式 （69. 2) 进行对比，得 


K = L x H l - My . il , 

7 


(74.5) 
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8 F = ~ Jff t ■ 8 LdV , (74.6) 

并利用对 M 变分的公式 （74. 3 ) ，在式 （74. 5) 中引人有效场，它与反铁磁矢 
量 t 相对应. 

结果得出 M 方程如下 

~= y LxH L + OxM . (74.7) 

这里我们指出力程 （74.4) 和（7 4 . 7) 的一些普遍性质.不难验证此二方程描述 
的运动是无能 耗的. 事实上，能耗等于 


T 


dS /dF 

dt 




此方程根据 （74. 4) 和 （74. 7) 而变为零.其次，由方程 （74.4) 显然得出^=0, 

dt 

这是必然的，因为矢量 L 的长度不变.最后，用 A / 乘 （74. 4) 式、用1乘（74.7) 
式后再相加，得出 歹 （ L a ■好） =0即 Af 和 L 相互垂直， 

dt 


为了确定有效场和角速度•《，需要建立晶体自由能的形式.在交换近似 
中，对于所有磁矩（因而矢量 l 和 m ) 相对于晶格同时转动，自由能应该保持不 
变.原胞内两磁性原子位置除具有结晶学等价性的假定之外，由此也能得出对 
于交换和 M 2 ，即对于的变换，需要冇一个不变性.由于自由 
能的不变性，此时也有 , a ^ n 的变换. 


重要 的是: 在所研究的长波极限，磁矩 M 是一个小量.这一点是清楚的，因为假 
如矢量 L 在空间恒定,在交换情况下任何滋矩当然都不会产生.因而，我们应该计及 
的项不超过 W 的二次项以及 L 的一阶微商项.满足所提条件的表达式有如下 形式： 


F 




f ( aM 2 I SL dL \ 

J ( 了宁 ‘^：) dV 


(74.8) 


式中系数 a 为正，这对应于平衡时应有 A /=0. 在 （74.8) 式中归为分部积分的项 


可以全部 略去. ^7的二次方项可以不必计及，因为这些项显然比 M 2 小. 


对积分式 （74. 8) 进行变分（并完成分部积分），得出 



d 2 L 

dx i dx i 



(74.9) 


最后应该指出，磁矩方程 （74. 7) 可改写成连续性方程 （69. 11) 的形式.现 
在，磁矩流密度张量的形式如下 
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L 当然没有连续性方程的形式，因为“反铁磁矩” JldK 不守恒. 

现在来研究磁矩的微振动，为此设 

L - L 0 + I = vLq + 1, AI = m ， 

这里/和 m 都是 小量 〆 是矢量 h 平衡方向的单位矢.运动方程 （74. 4) 和 
(74. 7) 线性化之后具有如下形式 

^-= yi 0 uxH L . (74.10) 

dt dt 

这里考虑了方程 （74. 7) 右侧第二项恒等于零.打和好,，是微小变量构成的线性 
量，因此简单地将改成是合理的. 

对于单色平面自旋波，运动方程 （74. 10) 给出 

- ia>l = yL 0 am x v (74. 1 i ) 

— i(ont = yL Q oi { n ) k 2 l x . v , 

式中如 §69 仍取 a («) = U ,7 l t . /! 为灸方向的单位矢.这里取第一方 程与* /的 
矢积，得出 

yL n am = i < u / x (74. 12) 

我们见到，在所研究的长波情况，矢 Sm 却比/小.将此表达式代入第二方程， 
立即得到下述的自旋波色散律： 

a ) = yL 0 k [ aa ( n ) ] 1/2 . (74. 13) 

于是，反铁磁体内的自旋波频率，因而自旋波最子的能量 e = h < o 在交换近似中 
正比于 A 而不似铁磁体内止比于 V ①.方程 （74. U ) 建立 了/和 m 间的单值联 
系.但/在垂于^的平面 h 的两个分量仍是任意的.这表明自旋波有两个独立 
的极化方向. 

从方程 （74. 12—74. 上面已用过相对小的 m • 

为计及磁的各向异性，需要对晶体对称性提出更加具体的假设.我们认为晶体 
是单轴对称的，而且 L 。 的平衡方向与对称轴重合②.将此方向选为; r 轴. 

由于矢量 m 较小，只顾及与矢量/有关的各向异性就足够了.与铁磁体不 
同，这里可以略去在振动时所产生的磁场. 

在所做的各假设情况下，各向异性能密度 f /胃 =尺/ 2 /2，且/00.这导致有效 
场增加一附加项-灯，对于平面波有效场 

H l : - [ a ( n ) k 2 + K ] l . (74.14) 

① 反铁磁体的这 个色故 律百先由 L . Hultheii , < 1936 } 得出 的. M . H . KoraHOB , B . M . UyKepHMK . 
( 1958 ) 用宏观研究法导出亚站格的磁化强度. 

② 反铁磁体 FeCOj 属于这种类型，它是原胞内有两个 Fe 离子的£角品格（晶类这两个离+ 
的磁矩都沿 T 重轴的方向. 
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由此可见，当计及各向异性时，在 （74. 12) 式中将换成即可得到自旋 
波的色散律.结果在 A —0 自旋波量子的能量将不趋于零而趋于有限值 ® 

^(0) = hyL 0 /^K (74. 15) 

( Ch . Kittel .1951). 我们注意到，谱的能隙正比于各向异性常数的平方根（而不 
像 （70. 12) 中的一次幂）.由于相对论性效应的微弱性表现在各向异性常数的 
相对微小上，因而这些效应，一般说来，在反铁磁体比铁磁体内更为重要. 

可计算自旋波量子对反铁磁体内能的贡献.根据公式 （71.3). (此等式的 
右侧应乘以2,因自旋波量子有两个极化方向. ） 在下列温区 

e {0) « T « r A (74.16) 

( G 为尼尔点——反铁磁性消失的温度）可以使用能谱的 （74. 12) 式，在单轴晶体 

k ) = yL 0 a l/2 [ a ^ k ] + A ;) + a 2 A : J ]. 

计算 （71.3) 式的积分，可得自旋波量子对热容童的贡献，结果 如下： 

Cm ’卜二;) 、 3 . (74ll7) 

当温度 r « e (0) 时，自旋波量子对热力学量是指数型的小的贡献. 

为了确定反铁磁矢量 L 与温度的关系，为物体单位体积的能置附加下述形 
式的一项 

G - L = , (74.18) 

这里 G 是矢量 L 的共轭辅助场，沿其平衡方向施加此场 • 


取自由能对 C 的微商，即可确定 i 的平衡值^ = - {\/ V )( dF / dG ) T ( 比较 
磁场情况的公式 （54. 4)( 见第五卷），）结果得到类似于 （71. 4) 的公式 


L _= UT ) - L (0) 


f de 1 2 d 3 k 

J dG c — oe s/r — 1 ( 2 p ) 3 


(74.19) 


场 C 的出现导致自旋波量子的色散律中需要替换 a ( n ) h 2 -* a ( n ) k 2 + C / L . 微 


商后得出 


de _ h 2 y 2 La 


代人 (74. 19) 并积分，对于温区 （74. 16}，最后得到 

需要指出，在交换近似，如同铁磁情况，积分 （*74. 19) 对二维系统是发散的. 
这将破坏反铁磁的长程有序性. 


①频率 = e (0)/ fc 称为反铁磁共振频率. 
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习 题 

试求“易磁化面”型 （尺<0) 单轴反铁磁体自旋波量子的能谱. 

解. •现在 ，平衡反铁磁矢量4处于与晶体对称轴 （ z 轴）相垂的平面.选 I 。的 
方向为无轴，各向异性能^ = 1尺1 (#!:/) : /2,这里以及后面提到的/ I ，分别是 
z ， y 轴的单 位矢. 好1的表达式中出现附加项 -./)«:. 于是 （74. 〖1)中第 
一方程与方程 （ 7 4. 12) 保持不变，而 （"74. 11) 中第二方程具有如下形式 
- uom = - yLa ( n ) k z (l xv ) - yL \ K \( n , • l ) n y . 

结果，对矢量 / 沿 y 轴极化的自旋波量子，其色散律的形式不变，为 （74. 13) 式； 
而对 f 沿 2 轴极化的 ，则 在公式 （74. 13) 中将换成+ \ K \. 此时，各向异性 
消除了对极化的简并. 

§74 - 自旋哈密顿最的反铁磁态 

在§72我们见到，在铁磁情况可以精确确定哈密顿量 （72. 1) 的基态能量和 
元激发——自旋波量子的色散律.对于反铁磁体不可能有这种精确的解.在节 
点上自旋方向相反的两套亚晶格的图像，本质上带有经典特性并破坏了在亚晶 
格之间交换电子的可能.于是每个亚晶格总自旋投影便没有确定值，因此也不 
是描述基态和激发态的好量子数. 

然而，当亚晶格每个节点的自旋较大时，铁磁亚晶格彼此镶嵌的图像可做为 
准经典的正确的零级近似，此时量子效应微小，因而可用微扰论来计算①.对于 
实际的反铁磁体不能满足 S >>1 的 条件. 但是，求解此问题很有意义.下面所 
述方法对于研究很多磁学理论问题都是有益的.我们指出，在此模型，只与最近 
邻有相互作用的这种最简单情况，当交换 积分人 „为负值时，显然要出现反铁磁 
性-事实上，在第一级近似，此表式对经典矢量\简单取极小，便决定了基态. 
极小对应的状态，是每个节点最近邻的自旋有相反方向，即属于另一个亚晶格. 

我们利用（ 72 . 6 )型的自旋哈密 顿童. 首先将此公式中的算符爻，表 
示成遵守玻色对易规则的算符.将自旋 S 写成如下的自旋算符 

(74 M ) 

不难证实，如果算符 S 满足普遍的玻色对易规则 

aa * - a * a - 1 , 


①当在§73末已用过微扰论研究自旋波量子的相互作用. 
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则算符免， L ，欠 就会满足正确的对易关系 （72. 4). 例如有 

( S ,, S + }= -在(1-呈广{^，叩“ + 

与 （72.4) 的第二公式相对应（花括号表示对易子）. 

类似地可验证 


S 2 ^ S . S t + S ] +5, =5(5 + 1). 

最后，从（7 4 '丨）式得出 ：算符 久作用到最大可能值之 = S ( 即，有 

的状态，结果为零（理应如此）.此与1作用到足=的状态 U + a =2 S ) 有相 
同的结果. 

这样一来，公式 （ W . 1) 给出自旋算符一个精确的表象，它具有一切所需的 
性质.此时算符^和5的意义是在所给晶格的节点上“粒子”的产生算符和湮 
没算符，其投影 S , = -10). 

为了方便，从现在开始给不同亚晶格的节点引入不同的记号，为第一个亚 
晶格的节点冠以矢量下标，第二个亚晶格用6下标.将角动量量子化轴取为 
亚晶格《的磁化强度的 方向. 对于高5的准经典情况，量子涨落较小，于是磁化 
强度与其额定值接近（下面将计算对此额定值的修正）.这意味着，算符 f 1以 
及箅符^和5本身应看成小最，因而在 （74’. 丨）的根式中应将其略去.结果， 
(74 ‘. I )式具有如下形式 

S a .^ V 2 Sa ； , S a + « y 25 a a , S fl{ = 5 - a ； a a . (74，.2) 

至于第二套亚晶格，其磁化强度沿负 z 轴的 方向. 准确地说，它的所有算符 
也有类似于（74\2)的关系式，只 是在 〆 =〜/= - y t z ' = 的坐标系中（为使 

带“撇”的坐标形成右手系，: K 轴也变号 •）• 显然，带撇的算符与通常的算符联系 
为 K = S . f S \ = S t , S \ = ~ S r 因此，在 ft 节点处如引人玻色“粒子”（其自旋 
投影为之= +1) 的湮没算符匕，则对第二套亚晶格，代替 （74*.2) 有 公式： 

5 4 . - y/2Sb,, S bt ^ yiSb ； , 义 ， -S + t 丄 ( 74 .. 3 ) 

将（ 7 ^. 2) ，（7 4 ' 3) 式代人哈密顿量的表式 （ 7 2. 6). 只保留不髙于产生算 
符和湮没算符的二次项，需要分别对 第一、 第二套亚晶格的节点求和.然而，如 
果给两套亚晶格以同样方式标记节点号码，即 

T a -r yf 当 a ~a' = b -b，. 

则公式的书写方式可以简化，（由于亚晶格的等价性，则 = j by ). 然后，第二 


①自旋算符的表象（7 4 _. ! ) 是 T . H « bu ； i n , H . Primakoff 于 IWO 年得 出的. 他们首先应用变换 
(74*. 〗 > 于磁性理论.讲过的反铁磁近似理 论厲于 P . W . Andereon . R . Kubo ,( I 952). 
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套亚晶格节点的指标可以用相同的文字《来表示.经过不复杂的计算，给出无 
外场时的片 

h =s\f 0 2) -C) + 5(yi° -j { 0 2) ) X (Wh。）- 

a 

-5 X \3 K ： XKK ^ KK ) +4 2) ( a ； s ； + a fl s fl ,)]. (74*.4) 

aa 1 

这里引人记号义. > 代表矩 阵元人 a ，，两节点属于同一个亚 晶格；而义^则属 
于不同的亚晶格 

a 

现在将哈密顿量写在动量表象，为此如 （72.7) ，设 

/::‘，= (2//V)Z ， WjT) ， 4° = y , 

臭 * 

a a =柳 jy '、 (74 .. 5) 

* a 

K = A 7^ V e ,k r ^ a ； , a ； = Y e ^ a ； t 

ft a 

其他的量也弓此类似.（计算求和的节点数现在等于 A 72，/ V 为晶格节点总数）. 

上面引人的正是7^ 

利用这些公式，容易将 （74 \ 4) 式化成下面形式 

H = S 2 (J ( 0 2> -4°) + £ [ (A k /2)( a ： b： k +«*&.*)+( B k /2) ( a ： a k + S ； 6 t )), 

* 

C 74..6) 

式中 

A k ^-2 SJ [ 2 \ B *=25(4 n ~ A 2) -4°)- (74*.7) 

哈密顿量 （74\ 6) 形式上类似于弱非理想玻色气体的哈密顿量 （25. 7) ，只 

是\，圮的意义与后者的不同，以及存在两种算 符心和 S *. 类似于 （25. 8) 式的 
变换，可使（74\ 6) 式对角化.取 

〆 八 ^ A ♦ A 

a k + v k dl k , a * = u * c / + v k d_ k (74*.8) 

置换 4 和 i * 算符，得出不同于 （74*. 8) 的乂的表 达式： 

b k = u k d k + v k c \, b * ~ u k d * ^ v k c_ k (74，.9) 

新算符 6 和 义，心 的意义分别是两种独立极化的自旋波量子的湮没算符，产 
生算符.如在§25,给 u *， 〜施加条件 ul-vl = 1,这些算符将满足玻色对易规 
则. 然而，我们以些许不同干§25的方法使哈密顿量对角化. 

如果取 

u k = cosha* , v t = sinha*, (74 *. 10) 
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上述条件可以恒得满足. 

将（74’.8)(74\9)代入（74_.6)中.如在公式 （74 \ 10) 中的参量定义为 

coth(2a*) = - B k /A k , 

便消除关于自旋波量子占有数的非对角项. 

最后，哈密顿量的形式成为 

H^=E 0+ ^ s(k)(c ： c k ^d ； d k ), (74M1) 

式屮 e ( k ) ——准动量为狀的自旋波量子的能量，它等于 

(74 M 2) 

根据（74\7) 式圮 =n =心 = 。.将这些量按 A 分量的幂展开，开始于平方项. 
因此，对于小 A :， 能量对 dl 是线性式.这对应于 h — 节宏观理论的结果. 
还要指出，如在 （*74 \ 11) 式所见，在交换近似中对任意的 A :， 都会产生对自旋波 
量子极化的简并. 

基态的能量类似 （25. 13)，由下式给出 

A=S 2 U 2 W 多 [s(k) (74 M 3) 

右侧第二项为量子修正项.显然，它与经典的 第一项 之比为 1/S. 

与一个节点的等于 S 的经典磁化强度相比，量子效应使亚晶格的磁化强度 
减少.从（74\2)式得出 

〈乂 〉 =s_ ¥ Z 〈 d> =5 -|r X 〈 W〉. 

借助于（74\8)利用自旋波量子算符表述当<4 + 6> 二〈心之> =0,得出 
r =0 时类似于 （25. 18) 的 公式： 


〈 5/ a k ) = 


B k 


Ae{k) 2' 

将此式代人的公式，并从对 /： 求和过渡到对 */ dl /(27 r ) 3 求 积分： 


<5,) =5- f [ 




vd y k 


M *) 2 J (2 tt ) 3 ’ （74_.14) 

这里 p 是亚晶格原胞体积，按对应于亚晶格 * 空间的原胞进行（74\ 14) 式中的 
积分.（记得在 （74'5) 的求和是按亚晶格的节点进行的）.对于在最近邻有相 
互作用的简立方晶格进行数字计算，得出 


<5,) & S -0.08. 

应该指出，在此情况甚至外推至 S = 1/2,对经典值的修正也显得小了.然 
而，亚晶格的磁化强度可以明显小于晶格的额定值显得令人失望，在这类晶格对 
远邻有重要的.与最近邻有不同符号的相互作用，这已与铁磁性相对应. 
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§75介质中光子的格林函数 


在研究实物介质中电磁场的统计性质之前，我们首先回忆一下宏观电动力 
学中对电磁量进行平均的意义. 

为直观起见，如果从经典的观点出发，、可以分两个层次来平均.先是全部粒 
子在给定分布下按物理无限小体积 平均； 然后再将得到的量按粒子的运动平均. 
在宏观电动力学的麦克斯韦方程中包含的是完全的平均量.在研究场的涨落 
时，指的是童随时间的振荡，而量的平均仅仅是对物理无限小体积进行的. 

从量子力学的观点来看，对体积的平均，当然不是对物理量本身，而只是对 
它的算符进 行的； 第二步才是利用量子力学概率确定此算符的平均值.下面在 
本章出现的场算符只理解为第一种意义下的平均. 

在实物介质中，电磁辐射的统计性质可用介质中的光子格林函数来描述. 
对于光子，电磁场的势算符起着少算符的作用.通过这些算符定义光子格林函 
数的方式，与通过少算符定义粒子格林函数的方式一样. 

场势由4维矢量，= () 组成，其中，= p 是标势，而 A 是矢势.在经 
典电动力学中，这些势的选择不是唯一的，它容许进行对观察量没有任何影响的 
所谓规范变换（见第二卷 §18). 相应地在量子电动力学中在选择场算符以及在 
定义光子格林函数时都会产生这种非唯一性.我们将使用标势等于0的 规范： 

A °^< p = 0 . (75.1) 
于是场仅由一个矢势来确定.当涉及电磁场与非相对论粒子相互作用时——例 
如普通的实物介质屮的场就属此情况，这种规范便显得方便. 

在此规范中的格林函数乃是三维二阶张量 

, X 2 ) = (75.2) 
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U , A = x , y ， 2 是三维矢量下标），此处尖括号[与 （36. 1) —样]表明是按系统的吉 
布斯分布进行平均的，该系统由介质及其中的平衡辐射所 组成； 因为光子是玻色 

子，所以算符在其编时重新排列中并不改变乘积符号.我们也要指出又是 

自辄算符（用来表示严格中性的光子）；因此在 （75. 2) 中，不区分 i , 和疋+①. 

然而，为了建立各种型式的光子格林函数，作为原始概念，不是利用 （75. 2) 
而是利用如下定义的推迟格林函数， 


iDl(X lt X 2 ) 



0， 



(75.3) 


(在尖括号内两项之间的负号与玻色统计的定义 （36. 19) 相对应）. 

对封闭系，格林函数对时间 f ,，< 2 的依赖关系，只通过它们之差 /=*, -« 2 来表 
述.至于坐标，在非均勻介 质的一 般情况，在函数中它们是互相独立的： 
DUt ； r it r 2 ). 此函数只按时间进行傅里叶 展开； 此展开的分量为 

= e iu, Dl{t ； r lt r 2 )dL (75.4) 

在研究按物理无限小体积求平均量时，我们只考察辐射的长波部分，此时光 
子的波矢量满足下列 条件： 


ka « 1 (75.5) 

U 为介质中原子间的距离）.在这个频率范围内，光子格林函数可以通过介质 
的其余宏观特征量——它的电容率 HoO 和磁导率/ x ( a ) 来表述. 

为此，写出电磁场与介质的相互作用 算符： 

P =- 丄 (V • 乂 dk (75.6) 


此处/是介质粒子所产生的电流密度算符②.如果在介质中引人某种经典的 
“外部”电流 yG ， o , 那么，相互作用算符与它的关系为 

V= - + p( f ， r ) • - (75.7) 


① 在势有任意规范的 t 遍情况.光子格林函数是4维张 fi 在规范 （75 •丨） 屮： =0, O 0l =0]. 
统计学中光子格林函数普遍的张董的和规范的性质与 M 子电动力学中场在真空的这些性质完全—样.我 
们注意到定义 （75. 2) 与第四卷中的定义差一 符号. 这里选择的定义与其他玻色子（其中包括声子）格林 
函数的定义是统一的. 

② 见第四卷 §43( 在第四卷电流表 示为咎 即将元电荷《•从 j •的定义中提出）.算符（75.6> 利用了 

也流算符的相对论表 达式. 在非相对论的问趙中，叼以忽略少算符（用之构造电流算符刀中与负频（即反 
粒子） 相联系的 郎分. 这就意味着在其中忽略了辐射修正，而辐射修正是在 if •及电+ - 正电子偶在真空 
中的虚产生而对光子格林函数的 修正. 在波长 A 即在区域 （75.5) 显然能够满足的条件下，这个 

修正是非常小的. 



§75 介质中光子的格林函数 


• 299 • 


这个表达式能够把宏观系统对外部作用的响应与一般理论联系起来. 

我们记得，在此理论中（见第五卷，§ 125 )，有一系列离散 的量& ( a = I ， 
2,…），用来表征一定外部扰动作用下系统的行为.这些扰动用“扰动力 ”/ u (0 
描述，于是相互作用能的算符形式为 

“ • I./A, 

a 

此处弋是量\的算符.在微扰作用下，得到的平均值 Mr ) 乃是力人（0的线性 
泛函. 对丁一切量的傅里叶分量，这个关系可以写成下列 形式： 

= X (如 )/(,0, 

b 

(假设无微扰时心 =0). 在这些关系式中的系数\ 4 称为系统的广义 感应率 .如 
果\和 h 对于时间反演有相同的行为，而物体又 不是磁 活性的（无磁结构又不 
处于磁场中），那么量 《 u 4 对于自己的下标是对称的. 

此处需要涉及的量乂和\具有空间分布的性质——是物体点坐标 r 的函 
数. 在此情况下表达式应当写成下列 形式： 

- X //。0，)1(，，，)心， (75.8) 

而平均值之和力人的关系式为 

x au ( r ) = X J a ak ( a )； r t r , ) f lot ( r , ) d } x , . (75.9) 

广义感应率现已成为物体中两点坐标的函数，而它们的对称性用下列等式表述 

a ab ( o >； r t r ') ^ a la { o )\ r ' • r ). (75. 10) 

根据久保公式[见第五卷 （126.9)] ，感应率可表为海森伯算符，/•)的对 
易子的平 均值： 

a u & ( cw ; r ， 〆 ） = 

=士/。 e : K ( z ， r ) A (0， r ’）- S 6 (0， r ’) i a ( f ， r )> d «- (75.11) 

现在我们将流矢量的分量看做“力”人.则从 （75. 7) 与 （75. 8) 的比较中看 
出，与其对应的量\是场矢势 4/ c 的分量.对比公式 （75. 11 ) 和定义 （ 75 . 3— 
75. 4) 表明 ：广义 感应率与张量分量 

- D^ k ((0',r,r')/hc 2 

一致. 

由此根据 （75. 10) 立刻可得（对非磁活性介质） 

Z ^ U ; r ， 〆 ） = D K kt ( co ； r ', r ). (75. 12) 

关系式 （75. 9) 具有下列形式 

D ) = ~ Yc \ /) f 4 ( w ； r t r , )； iaj ( r , ) d 3 « , . (75.13) 
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平均值: i 正是介质中宏观（完全平均，见本节开头）电磁场的 矢势； 以后不 
再在 4( 以及在另外宏观量）上 划线. 现在考虑，由经典电流 y 产生的，满足麦克 
斯韦方程 

W ^ Qt A ilf 

c c 

的经 典场. 此处 D 是电感 强度； 在一般情况，各向异性的介质中， I )。 与场强的 
关系为如果介质是非均勻的，则电容率张量也是坐标的 函数： 
e ik ((o,r). 

在我们选定势的规范 （75. 1) 里 ，有： 

(75.14) 

此处 B 是磁感应强度，它与场强《有 )5, „ ①的关系.因此，对于势，我们 

有方程@ 

[ rot . m (/C' r »t n J - ] A kw = 亨九 . 

将 （ 7 5. 13) 形的代人，我们发现函数必须满足方程 

rot iB .(M^ lrot n j) -^■ 石 " j W( w ; r ， r ’) = -4TT^5 ； t S( r ~r'). (75. 15) 

对于各向同性（在每一体积元内）介质，当张量〜和归结为标量时，这个 
方程可以大大简化.磁导率一•般接近于1,故在本节后半部分我们认为它等于 
1. 设〜和/^ =匕，我们得到方程 

[^'^ A ' 8 ' ( 7 fU；r) ] D « u；r,r，) = 

= -4TT^5 I *8(r-r , ). (75.16) 

这样一来，对非均匀介质，计算推迟格林函数便归结为求解~定的微分方程 
(H- E. ^a/iouiHHCKHii，/!. n. IlMTaeBCKiift ， 1959 ) .③ 

在不同介质的分界面上，张量分量 D 〖必须满足一定的条件.在方程 
(75. 16) 中，第二个变量〆和第二指标 fc 不参与对张量/^(0>，|*，〆）的微分运算 
或代数运算，而只起个参数的作用.因此，只要求函数的坐标 I ■必须 


① 我们记得 ：在宏 观电动力学中，傲观电场强度的平均值通常表为£，而磁场强度平均值表为 a 并 
称为磁感应强度. 

② 在这里以及今 Ai ,利用记号= e ikl ^~ ，此 处〜 是单位反对称赝张 fi ,并且， （ rot 4 > ( = ro ^,. 

③ 我们指出 ：函数 是数学物理方枵中熟知的麦克斯韦方程的格林函数，它是点游:场的满足推迟 
条件方程式的解（以，代替 e , 超前格林函数满足 间样方 程）. 



75 介质中光子的格林函数 


遵守边界条件，而将看成是关于下标〖的矢量.这个条件与要求£和 W ①的 
切线分量必须是连续的 相当. 因为 -4/ c , 所以微商 

c at 

或傅里叶分量 


(75.17) 

C 

此时起着矢量£的作用.类似地， 

n > t “ Z ^( o >; r ， r ') (75.18) 

起着矢量 H( m = 1 时与 B_ 致）的作用. 

对于空间均勻而无限的介质，函数冗仅依赖于坐标差 r - r '. 对于按此差值 
展开的傅里叶分童，微分方程 （75. 16) 归于代数方程组 

^ j .[ k i k i - ^ a k：t + Dl (( o t k ) =8 lt (75.19) 

这些方程 的解： • 


MU ， At) = 


4 -rrfe r 

(t) 2 e{(a)/c 2 ~ k' *■ ，k 


c % k i . 

to ' e (( o ) 


(75.20) 


根据 （36. 21), 均匀介质格林函数通过推迟格林函数可表为如下形式. 
D ik (( o f k ) - ReD ^(( o , k ) 4 icoth — • htiDf k (( o , k ). (75.21) 


当 o 时此式给出 

D . tX 出， k ) = KeD ^( aj , k ) + isign • \ mD ^( co , k ). (75.22) 

函数由公式（乃. 2 0) 给出； 如果考虑到 ReeU ) 是 w 的偶函数，而 ImeO ) 是 
w 的奇函数，则我们在 r = o 时，得到 

D ik ( o > t k ) =0 f t ( foil ,*). (75.23) 

在真空中 sU 〉 =】.然而，因为在任何介质中当仿 >0时 JmHw ) >0,所以 
与真空对应的是极限 e —1 + i sign w , 此时得到表达式 


0T ( w , k ) 


4irh 

co 2 /c 2 - A 2 


( S ,* - 


它与量子电动力学中周知的结果一致（见第四卷 §76). 


① fl 和 D 法向分最的边界条件，在给定情况下.不提供任何新的内容.因为在以 e - w 随时间变化的 
场中，方程 ▽ . O =0, V • B =0乃是方 x £ = iwfl / c , V x // = - iwD/c 的推论. 
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§76电磁场的涨落 

在上节开头指出，研究电磁场涨落时，我们涉及的只是对物理无限小体积元 
(而不是对其中的粒子运动）求平均的量随时间的振荡.这些量的量子力学算符 
也应在此意义下来理解. 

电磁涨落理论的基本公式，可以直接由涨落耗散定理的一般公式写出（第 
五卷 §125). 我们记得，对于一组离散的涨落量，涨落的谱分布可通过广义感 
应率表为如下公式 

(、')„ = 宇 (a 二 -a o6 )coth 菩， 

此处量是时间的关联函数 

〜⑴ = y <^ a (0^ f (0) ⑴〉 

的按时间傅里叶展开的分量，而 Mt ) 是量〜的海森伯算符.对于分布的量 
& ( r )( 物体内点的坐标函数），此式可写成如下形式. 

* X. • 

= y coth a 4 :( w;r 2 ，广丨） -o： a “ ,r 2 )] , (76. 1 ) 

此处上标（ 1) 或 （2) 代表在点 r , 和置的数值. 

在上一节已经 表明： 如果量\是矢势 4( r )/ c 的分量，则与此对应的广义感 
应率将是张量分量—— D R lk {< o ^ r x , r 2 )/ hc \ 因此，立即得到 

(乂 •⑴ =+ co 出 舞{的 (仞; 广 I ，广 2 ) - [ w ； r 2 , r ,)] ' }. (76. 2) 

场强涨落的谱函数可以用简单方法从 （76. 2) 得到. 设 < pUt ,， r i ; t 2 ， r 2 ) 为矢 
势涨落的关联 函数； 表达式 （76.2) 是这个函数按 f = 展开的傅里叶分量. 

因为电场强度 


所以对 E 分量也有这样的函数 

F. 】 d 2 A 1 d 2 A 

心 = 7“化 = W 0 .*， 

或者，用傅里叶分 量有： 

C 

用类似的方法，考虑到 B = rot 4的关系，我们得到 


(76.3) 

(76.4) 

(76.5) 
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通过推迟格林函数表述电磁涨落的关联函数，公式 （76. 2—76_ 5) 将它们的计算 
问题，归结为在物体已给边界的适当边界条件下求解微分方程 （75. 15) 或 
(75. 16) ①. 

下面我们认为介质是非磁活性的，则函数具有对称性 （ 75. 12)，并且表 
达式 （ 76. 2) 取如下形式 

(义⑴ -coth ~ lmDUo >； r ] t r 2 ) (76.6) 

我们注意到表达式 （ 76. 6) 是实的，同时 （ 76. 3 — 76. 4) 也是实的，而 （ 76. 5) 
是虚的，这就意 味着五 的各分量之间，以及的各分量之间的时间关联函数是 
时间 f 的偶函数（对于时间反演，两个量或全是偶函数或全是奇函数，它 

们之间的关联性理应如此）.而£分董跟 B 分量之间的时间关联函数是时间的 
奇函数（对于一个是时间反演的偶函数，另一个是时间的奇函数的两个置理应 
如 此）. 由此得出五和 B 之值在同一时刻是不相关联的的奇函数在 f =0时变 
为零）.关联闲数变为零的同时，£和 B 的任何双线性表达式取同一时刻的平均 
值（例如坡印廷矢量）也变为零.不过后一情况早就是显然的，因为处于热平衡 
并具有时间反演不变性的物体，不能有内部的宏观能流. 

§77 无限介质中的电磁涨落 


在均匀的无限介质屮，函数仏 （ wrpQ ) 仅仅依赖于坐标差 !■ = !■, - f 2 ，并 a 
是此变量的偶函数[方程 （75. 15) 只包括对坐标的二阶微商，因此和 
D ik ( o>i - r ) 满足同一方程].对等式 （76.2) 两侧取对 r 的傅里叶分量，我们得到 

=ycoth ^：{ D K u (< o , k ) -[ D R ki (< o , k )]-}. (77.1) 

对非磁活性介质，考虑到 （75. 12), 此公式写成下列形式 

W 2, L*= -coth (77.2) 

在各向同性非磁性 (At = 1) 介质中，函数 (似， A :) 由 （75. 20) 给出.确定涨落的 
空间关联函数的问题，归结为计算下列积分 

D : (仞， r ) = f (77.3) 

用下列公式进行积分 


r e ii r d ? fe 一 e _ K, 
J + k 2 ( 2 tt ) 3 ~ 4 -irr 


①有另一种形式的电磁涨落理论由 C . M . Pmtob (1953> 发展的，而与 （76. 2_76. 5 ) 等价的形式是 
M . JI . TIeBMH 和 C . M . Putob ( 1967) 引人的. 
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d 3 fe : a 2 e '" 

J k 2 + K (2 tt ) 3 dx^x^TTr 

第一个公式取自下列著名等式的傅里叶分量，得到 

(A - /< 2 ) = -4-nr8(r) , 


微商第一个公式得出第二个公式.结果得到 


( o ； r ) 





8x,dx, 


n 


exp 




(77.4) 


(77.5) 


(77.6) 


此处 r = lr , - r 2 l , 而根/二7应当取使 Re v ^" >0的 符号； 对于真空应取£» = 
- _ i (见下面）. 

因此，根据 （76. 6〉和 （76. 3)，立即得出 

(£m = 

= hcoth |f Im {-1 [ ^-8, + ^ ] y * exp ( (77-7) 

( C . M . PbiTOB ,1953). 将此公式中的下标 “ A 缩并掉[并利用公式 （77.5)], 我 
们得到 

(五⑴ 

= 2 ficoth [芳 exp ( _占，) + 27r8 ( r ) J J . (77.8) 

用类似的方法，根据公式 （76. 4 ) 的计算，可得到磁场关联函数的表达式.此式与 
(77. 7 — 77. 8) 不同的地方，是在方括号前没有因子1/以此时在 （77. 8) 中，记号 
Im 下的 S 函数项成为实的而从答案中消失.公式 （77. 7—77. 8) 与 e 虚部的关 
系，显然是强调电磁涨落与介质吸收的关系.但是如果在公式 （77. 7—77. 8) 中 
过渡到 Im 0的极限，我们得到不为零的有限表 达式. 这种情况与两种过渡 
的次序有关（介质极限线度的无限大和 Im £•等于零）.因为在无限介质中，甚至 
任意小的 [m e 最后也导致吸收.所以，我们利用极限过渡的次序能得到与物理 
上透明的介质有关的结果.在这种介质中与任何实际介质一样，总要有一些微 
小而不为零的吸收. 

例如，在公式 （77.8) 中作上述的过渡.为此，我们注意到，在 Im e 为小的正 
值时（当 <0>0>， 



Img \ 
2Reel 


(考虑 Re >0 的要 求）. 因此在 Im e —0 的极限下，我们得到 

( 五⑴ £ (2> )„ ⑺ L = ^ sin ^ co th^, 

n c r c 2T 


(77.9) 
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(77.11) 


此处 n =& 是实的折射率.由于不存在 S 函数项，这个公式甚至在心和；^重合 
时也保持为 有限： 

(^)^ir(f/ 2 ) w =^coth % (77.10) 

n c " 

可以在更早的计算阶段一在格林函数中，进行向透明介质的极限过渡. 
考虑到 e 与 w 有相同的符号，我们发现，在此极限下函数 （75. 20) 采取如下 
形式 

» 4Trft I c k-ki \ 

K(co t k) : Jl — 5 ,,--^ . ( 77 . 11 ) 

a ) n /c - k + iU ♦ sign o ) ' ( on / 

( M . M . PH 3 aHOB ,1957). 这个函数的虚部只与环绕极点 w = : t c &/ n 的方式 有关： 
借助于 （8. 11), 将虚部分离出来并代入 （77. 2) 后，得到 
( E \ n E l k 2) ) uk = 

呼 A - 诠 ) 叫卜 hff. (77.12) 

在此公式中，5函数的宗童具有简单的物理意义 ：这宗 量表明，给定 A 值时，场的 
涨落在空间以 c /71 的速度传播，这与在该介质中电磁波的传播速度一致.对公 
式 （77. 12) 进行傅里叶反演，当然可以重新得到 （77.7). 

在透明介质 (M = 1 ) 中，谱间隔为的（空间单位体积）电磁场的涨落能量 
由下式给出 


(77.12) 


占[ 2 (五 2 )^^ 2 ( A ] 


(77.13) 


( 见第八卷§ 80 )0) .将 （77. 10 ) 代入这里，经简单变换后我们得到 

. 汽⑴ \ w 2 n 2 d(nw) , ,，、 

\T + 7^) V 7~^ r 6a) ( 77 . 13) 

括号屮的第一项与场的零点振动有关.第二项给出透明介质中热力学平衡电磁 
辐射的能童，即黑 体辐射 能量. 不研究涨落，而用相应推广真空中黑体辐射的普 
朗克公式的方法，也能得到公式的这一部分.根据普朗克公式，在波矢量 dl 的 
间隔内单位体积黑体辐射的能量公式为 

h(o 2 d 3 A 
e^ /r - 1 (2 tt ) 3 

(因子2是考虑到两个极化方向）.为了得到能量的谱密度，相应地应当用 
代替 d 3 A ， 并取 A = w / c . 为了由真空过渡到透明介质，只要取 A = n a >/ c ， 


①按由 0—* 的积分可得到总能置：方括号夺的因子2,是因为在我们所采用涨落进函数的定 
义中，平均值<* 2 〉是对 （- t 2 、 按盖由 -<» 到 oc 的积分彳3到的[见第五卷（122,6>]. 
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也就是写出 


do) c d<x> 


就够了.于是得出所要的结果. 


习 


题 


1. 求出远离物体的电磁场的涨落，该物体处在与之热平衡的稀薄透明介质 
中； 辐射波长以及物体距观测点的距离均远大于物体的线度.物体具有各向异 
性的电极化率 a ik ( a >). 

解：稀 薄的透明介质可以看做真空 • 物体的存在使真空格林函数产生微小 
的变化（在远距离上），据此决定待求的涨落.我们以类比法来计算此变化.根 
据这种类比，下标 A 已给的真空函数(仿7， 〆 ）可以形式地看做 〆 点的某个源 
在 r 点产生的电场 E ^ ry ). 这种类比的根据是，场£,(/•，，）[它的势<(/•, 〆 ） 
也同样]在 r # 〆 的情况下和满足同一个方程——^ = 1的方程 
(75. 16). 设物体处在点； •=(), 场为 

4(0 ，）^ D K u ( o >;0 y ) ^0^((0 ； r ') 

[此处是无物体时由 （77. 6) 表述的 e = 1的真空格林函数].该场使 
物体极化，同时在 r = 0 点产生偶极矩 d 1 = a u Df k ( o >；0 t r , ). 这个偶极矩在点/■也 
要产生场，它将给出待求的变化 SZ 4( w ; r , 〆 ）. 根据电动力学熟知的公式（见第 
二卷§72)，在 r = 0 点的偶极矩 rf 在 r 点产生的场（以依赖于时间）是 

^ a 2 


=di 




dx,dx. 


/r, 


并且只要求距离，比物体的线度大，不要求比波长大.此式可以写成 
(注意，函数/)〗 （ w , r ) 是变量 r 的偶函数）.因而用上述偶极矩，我们得到 


= - ^D^((oir)a lm D R mk (Q) ； r , ). 

待求的涨落关联函数，现在用 S /^( w ; r ， r ') 代替 Z > f 4 , 以普遍公式 （76, 3—76. 6) 
给出.结果我们得到 

1 




Hto/T 


— )a lm D R mk {a) ； r 2 )]. (I ) 


注意，物体处于 r = 0 点，而 r , 和/ * 2 是远离物体的两点.我们指出，对于涨落的贡 
献不仅来自极化系数的虚部而且来自实部，后者可以看做充满透明介质的黑体 
辐射在物体上散射的结果. 
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2. 对磁极化率为 a “ a >) 的物体，再求解上 题①. 

解：在此情况下，把 rot ,, ( w ; r ， r ’） 视为 〆 点的源在 r 点产生的磁场 
K ( r ， r 3( 不是场弋本身，而是它的势4,所满足的方程.与函数 D ；； 的有同样形 
式）.这个场磁化物体，在 r =0 点形成的磁矩为 

(用对，的微商代替对 r 的微商，是因为考虑到仅依赖于差 （ r - 〆 ））. 待求 
的格林函教变化与这个磁矩在 r 点所构成的磁场矢势一致. 



(见第二卷§72,习题 1). 这样一来 

8Z)f i ( 0 > ； r,r , ) = - ( rot ,.) or, jot 。 ;()，/■’）■ 

最后，将 （77.6) 的代入后，我们得到 

= h ( rot i ( e , w ,/ Vr ) a im rot , mi e io , rV Vr , (2) 

(利用 rot ^ V ^ e ^ V , ▽严 0). 

3. 在习题 1 的条件下，确定电磁场的涨落，但认为介质的溫度远低于物体 
的溫度. 

解：在习题1的计算中，与 （1) 的花括号的两项相对应，场自然地分为零点 
涨落和黑体热辐射.后者也由两部分组成——即物体本身的热辐射和介质的黑 
体辐射在物体上散射而形成的场.如果介质的溫度低，就没有第二部分.在解 
题时我们单独计算这部分，然后从 （1) 中 减去. 设4(0 => t (0> +4 (1) ，此处4⑼ 
是无物体时涨落的场，而 A ⑴ 是被物体散射的场.在大距离上， 4(” 很小，在计算 
S (岑 〆 i 2 ： L 时可以忽略 a ⑴的平方项.因此，来自散射的贡献有 

= (#<)„ + ( 心 0) )二 

散射场又由笫二卷§72的公式给出，但现在的偶极矩应当简单地理解为黑体辐 
射所感应的矩乂 = a ,*4； o , (0). 仍引入无物体时的真空格林函数，有 

0 丨 ） = -^2 D l(<o\r l )a lm ((o)A { m 0) (0) , 

于是 

(Or ) ， - 知 U ;r,) 〜 ( 广 ( 0 ) 〈 ° 〉 (r 2 ))„. 

①存磁极化率，并不一定表明物体是由磁性物质组 成的. 例如.趋肤效应可以将磁场从物体中推挤 
出去. 
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再从 （76. 2) 中取得关联函数因为在这里我们感兴趣的只是热輻 
射，应当忽略公式中的零点振动项，即进行代换 


1 ' hw 

—coin ~z 

2 2 T 





结果得到散射的黑体辐射对关联函数的贡献 

5 ⑴ ( 4 入)， % c \ 2 / /T -\) { D ' l{<a ; 咖 X ( 叫) + 

+ %’ （< y ; rJa ： X .( O )，/•〖）]• (3) 

最后，为了求出冷介质中的涨落场，应当从 （1) 减去 （3), 利用张量 和 %的对 
称性，作简单的变换之后我们得到 

(仏) w = 巧善 (叫) ⑷ 

(7 ■是物体的溫 度）. 在此写出的仅是 热项； （1) 中零点振动项保持不变.我们 
应注意 ：定义 物体热辐射的表达式 （4) 只与极化系数的虚部有关.按表达式 （4) 
计算的能流已不等于零，而给出了热物体往周围冷介质辐射的热辐射强度. 


§78线性电路中的电流涨落 


涨落-耗散定理还有一个重要的应用，就是 H . Nyquistl 928 年首先研究的 
线性电路中的电流涨落问题. 

电流涨落是导体中的自由（即无外加电动势而发生的）电振荡.在闭合的线 
性电路中，自然最有意义的是沿导线产生总电流为的振荡.下边我们假设满 
足似稳条件——电路的尺度小于波长 A - c / 讼. 则在电路的各个部分总电流 J 
都相同，并且仅是时间的函数. 

我们选此电流《/作为第五卷§ 124中涨落-耗散定理普遍表述中的 xO ). 
因此，为了阐明有关广义感应率 a 的意义，我们假设在电路中有外来电动势攻. 

则在电路中能量的耗散为与作为“力”的定义的(？二 - i / 进行比较[见 
第五卷 （123. 10)] ，我们看出，/ = - 含，或傅里叶分童 I = 另一方面，在线 
性电路中，电流和电动势的关系式为 1=7(0) .九.此处 Z (6>〉 是电路中的复 
电阻（阻抗）.因此，有 

J a - \(ofJZ. 

与关系式 = aU )/ 中广义感应率的定义比较，我们求得 «(<,>) = iw / Z ( o >). 它 
的虚部为 

Im a =Imy =-^ T /?( w ), 


此处 /? = Re Z . 



§79 在介质中光子的温度格林函数 


• 309 - 


根据涨落-耗散定理， 

(^ 3 )„ = ftcoth - Im a(a)) , 

对于电流涨落的谱函数，现在得出 

(/) ，^^ ( W ) COth If . (78 .1) 

如把电流涨落看做是“随机”电动势夂=2人作用的结果，这个公式就可以写成 
另外的形式.对此电动势我们有 

(^ 2 ) w = fe < y /?( w)coth (78.2) 

在经典情况下 （few « T ) 

( S 3 )^2 TR ( co ). (78.3) 

我们再强调一次，这个公式完全与电路阻抗耗散所引起现象的本质 
无关. 

§79在介质中光子的温度格林函数 

在介质中光子的温度格林函数按松原电磁场势算符构造的方式，与时间格 
林函数 （75.2) 由海森伯算符构成的方式相 类似： 

為=- 〈 Mr ( TW 7( T 2 ， r 2 )>, (79.1) 

此处考虑到，由于薛定谔场算符的厄米性，松原算符[根据 （37. 1) 定义] 
彼此相等.然而这些算符本身（不同于海森伯算符）已不是厄米的 ； 由于参数 T 
是实的，我们有 

[ A ' K ( r , r )] + =[ e rliv ； A ( r ) e - rS ' /h ) * = e ”“4( /“ 

或 

[/ l v ( T ， r)r : - r , r ). 

因为函数 （79. 1 ) 仅依赖于差 r = r , - t 2 (对比§ 37) ，所以可以写成（例如取 
T >0) 

^Ar ； r it r 2 ) = - T ,r, )if( 0 ,r 2 ) > , 

约（ - T ； r , , r 2 ) = - >. 

比较这两个表达式可以看出 

级 iA - T ; r " r 2 ) =^.( r ； r 2 , r ,). 

函数巧*可以按变量 r 展成傅里叶 级数： 

0D 

氣 （ T;r"r 2 ) = r Z 


(79.2) 

(79.3) 
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并且由于光子遵守玻色统计，“频率”乙取值私，对比 （37. 8)]. 对于这 
个展开式的分量，从 （79. 2) 可以得到类似的关系式 

^ ik U ,^, r 2 ) =^( -^； r 2 , r ,) (79.4) 

根据一般关系式 （37. 12) ，这些分量和推迟格林函数，在&取正值时有下列 
等式相联系 

* r 2 ) = D l{ ' l L\r 1$ r,). 

在§ 75 中已经证明： 在一定意义下，函数可以看做是外界扰动下宏 
观系统的一般响应理论中的广义感应率.由此得到用等式 （75. 12) 表述的这些 
函数的对称性（对非磁活性介质）.由于和之间的联系，后者同样具有这 
种 性质： 

=^ ki (^ir 2 ,r t ) (79.5) 

由此等式以及等式 （79. 4) ，现在得出函数 Kd ， r 2 ) 对于离散变量 C 是偶函 
数，因此在它的所有值（正的和负的）的范围内，有 

爲 U , A ， r 2 ) = D ^( i \^\； r if r 2 ) (79.6) 

其次，函数以及一切广义感应率在^；的上半虚轴是实的（见第 
五卷 §123); 因此，从 （79. 6) 得出 ，在匕 取任何值时，函数 爲 （么;/*,，/^)都是实 
的.最后，由这些性质也得出，最初的函数爽* ( r ; r ,, r 2 ) 是实的，并是变貴 T 的 
偶 函数： 

爲 （ t ; i ■"/ " 2 ) =^( - r ； r t , r 2 ). (79.7) 

由温度格林函数和推迟格林函数之间的关系式 （79. 6)，可以立刻写出在非 
均匀介质中函数笔*应当满足的微分 方程； 为此，只要在方程 （75. 15) 或 （75. 16) 
中进行 w — ilL 丨的代换即可.例如，对于 M = 1 的各向同性的非磁活性介质，我 
们得到方程 

r t 1 

[ ' dx dXi - S " A ,r)5 a ]^*(^ ； r,r , )= 

=-4 i ^ S rt 8( 卜 〆 ）. (79.8) 

对于均匀且无限的介质，函数爲（（,;/*， 〆 ）按差 r - 〆 展成傅里叶积分.这 
个展开式的分量满足代数方程组 

=8,,. (79.9) 

并由下式给出① 


①在实际应用（对比 § 80 ) 中 函数& 总以与 f 的乘积形式 出现； 因此= 0 时的发舷实际上将 
消除. 
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(79.10) 


- 2 , 2 [ s it ^ 2 C . fe f ；.. ]. (79.10) 

C s e(\\^,\)/c +k J 

因为函数是通过 Ww ) 表征的（在长波范围内 h <<1),所以计算 
它所用的图技术，也就成了计算介质的电容率的技术.此时，后者同样具有确切 
的图意义，下面就来解释这个意义. 

按规则我们用粗虚线表示精确的谬-函数，而真空中的函数參°>用细虚线 
表示① 


——=為，- =-<： 


(79.11) 


描述级函数的图的一切集合，能够以如下的级数来表征[与函数 G 的级数 
(14.3) 完全类似]. • 


• — + -- ^ - +... 


(79. 12) 


此处圆圈描述图单元的集合，每个单元不能分为仅由一条虚线联系的两个部分. 
我们用 - g〆 4 ^ 表述这个集合.函数巧（类似于粒子格林函数的自能部分）称 
为极化 算符. 

(79. 12) 的图等式与下列方程 等价： 

- - -+- -O - (79. 13) 

[与 （ M . 3) 到 （14. 4) 的过渡比较].解析形式的方程为 

乳 (79.14) 

(所有因子都是相同宗量的函数）.此等式右边乘以逆张®激4 ,而左边乘 
以矽 1 ^ 1 ，再改写为 

〜 ， =^' 1 '% (79.15) 

最后，从方程 （79. 9) 的左侧取,并且取 e = 1时贫二的同样表达式.我们 
得到 


(79.15) 




(79.16) 


由此，在 W 的上半虚轴上的离散的点集合内，确定了函数 U ( w ) - 1] 的图的意 
义.函数 WilCl ) 在整个上半平面的解析延拓，原则上，应当考虑到以0>)在这 


①在这岷用虚线表示逐函数，不会引起误解，因为在本节和下一节，都没有显形式的介质粒子成对 
相互作用能的出现（以前用这种记马播述过介质）. 
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半平面内不应当有奇点，并且在 kl — »时 〆 

在非均勻介质内极化算符 （ 如同名 4 )，是两点坐标的函数.重复坐标表象内 
的全部推导，代替 （79. 14) 我们得到方程 

卑“广 _， 2 )= ’ 

=贫 ‘?) ， 2 ) +~ J 汾;广 （ r ,， r 3 )^ lm ( r 3 , r i )^ mi ( r 4 t r 2 ) 

(为了简化，没写宗量 O . 将算符 

从左边作用到等式上，并考虑到满足 e = \ 的方程 （79.8), 于是得到 
f ^ u ( r t ，)爲（ 〆 ， r 2 ) d 3 ? = U(O _ 1 ] ^*( r M r 2 ). 

由此得 

/ 2 

^( C ,； r ,, r 2 ) =-~5 ( *8(^ - r 2 ) [ ^ (i I , r ,) -1]. (79.17) 

he 

凝聚介质的结构，以及它的介电性质，由在原子线度 《 的距离内介质粒子间 
的作用力来 确定. 在这个距离内可以忽略（粒子取非相对论 速度〉 推迟作用，这 
种作用仅对于场的长波成分才 重要； 换句 话说； 计算极化算符时玎以忽 
略场的长波部分.在格林函数货, 4 的图中，长波场只通过 （79. 12) 式右侧的细虚 
线来描述. 

本节研究的三维张量当然只是4维极化张量&的空间部分.为了避 
免误会，我们强调指出♦它的时间分量少 M 和混合分量％,.绝不为零.而且如同在 
量子电动力学一样，这四维张量完全与势的规范无关.在非相对论的理论中，这 
个规范不变性是显然的.因为，上边已经指出，只要计及与长波场的规范无关的 
非推迟力，即可计算出极化算符. 

分童 .*^00 和可以从 4 维张量的横向 条件： =0中得出，此处 F = 
(匕夕）是四维波 矢量： 

•^ 00 = - - 1 ], 

1 / k ( 

=^ w , l ) -1]. (79.18) 


①在各向梓性介质中应当与 

^(C..^-((U^ 2 )[s ik u\(,n -8.J, 

注意，这种形式的表达式存在空间色敗时，即当^ 4 七仅依赖于频率如‘迁还依赖于波矢量时，仍保 持其正 
确性. 
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虽然凝聚物体的结构基本上由它在原子距离 h 粒子的相互作用力来确定 
(如上节末所述），但在大于原子线度 a 的距离上，各原子的作用力一即所谓 
范徳瓦尔斯力同样对热力学量（如它的自由能）有一定贡献.我们记得，对于自 
由原子，这个相互作用能随距离增加以 r _ 6 减少（见第三卷§ 89) ，而在推迟效应 
成为重要因素以后，则相互作用，随厂 7 而减少（见第四卷 §85). 当然.在凝聚介 
质中，范德瓦尔斯力不能归结为原子成对间的相互作用.同时，它们的作用半径 
大于原子距离这件事，使我们得以用宏观的观点来研究范德瓦尔斯力对物体热 
力学性质的影响问题. 

在宏观理论中，材料介质中的范德瓦尔斯相互作用，可以看做是通过长波电 
磁场实现的 （ E . M . 栗弗席兹，195 4 ) ; 我们注意到，这个概念不仅自身包括场的 
热涨落，而且还包括场的零点振动.这个相互作用对自由能贡献的重要性就在 
于范德瓦尔斯相互作用的非可加 性：它 不只单纯正比于物体的体积，而且还与物 
体的形状和相对位置的特征参数 有关. 就是说，与范德瓦尔斯力远程相互作用 
的非可加性特征有关的乃是这样的性质 ，即： 依靠它可以将范德瓦尔斯力对自由 
能的贡献从很大的可加部分中分离出来.在宏观图像中，这个性质来源于 ：介质 
在某一区域的电性质的任何变化，由于麦克斯韦方程，甚至在此区域外也导致涨 
落场的变化.当然，实际上，非可加性效应只在特征线度足够小（虽然比原子线 
度大）时才显现出 来：例 如薄膜，被狭缝分开的物体等等. 

在每次计算电磁涨落对自由能的贡献时，数量级为介质非均匀性特征长度 
(膜的厚度，缝的宽度等等）的波长总是重 要的. 这个事实正是宏观理论中范德 
瓦尔斯力按幂规律衰减的原因.假如某一固定波长 A 。 的涨落是重要的，这将导 
致力以指数〜 r / A a W 指数函数规律衰减.其次，因为特征线度，以及涨落的特征 
波长远大于原子线度，此涨落的一切性质和它对自由能的贡献，便完全由物体的 
复电容率来表征. 

我们的目的，是计算作用在非均勻介质上的宏观力①，作为推导的第一步， 
我们先来确定当电容率作微小变化时介质自由能的变化（忽略物质的磁性，即 

导磁率从=丨）.我们认为/的变化引起系统哈密顿量某些微小的变化 & 皮那 
时自由能的变化为 

hF ^( hH ). (80.1) 

此处平均是按无微扰哈密顿童 A 的吉布斯分布进行的（系统在给定温度和体积 


CD 以下阐述的理论厲于 H . E . A 3 H/IOUIMHCKHA 和 JI . II . • flHTaeBCKWft , ( 1959 ) 
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下）.将々表成 

6 =分。+ 匕坡，匕波=-//•&、 (80.2) 

的形式①.此处 hjs 描述粒子和长波电磁场的相互作用，而屯中包含所有其余 
的相互作用，其中也包括自由粒子和光子所对应的项[严格来说， （80. 2) 中的积 

分应当理解成在某一波矢^>«+处 截断. 然而最终结果不出现截断参数].算 


符 i 是长波场的矢势算符.重要的 是：对 应电容率变化的算符 S 焱不包含 


A ——因为电容率只决定于原子距离上粒子的相互作用. 

现在我们在 （80. 1) 中变换到可称之为“长波相互作用表象”中的松原算符: 


在此表象中算符对 t 的依赖关系，由哈密顿量中除了匕^以外的一切项来确定. 
用推导 （38. 7) —样的方法，我们得到 


= 〈 ~^~ 〉 _〈〔5#多〉 0 , <t = ^exp 


r .iv 咖， 


(80.3) 


此处 〈…〉。表征 按哈密顿量为也的吉布斯分布平均.根据选定表象的意义，松 
原算符定义为 


A M (r,r) = exp( rA 0 )>i(r)exp( - rW 0 ). (80.4) 

S 々 M 以及组成粒子流箅符 y M ②的算符也同样定义，因为圮不包括长波光子与 
任何别的相互作用，所以 i 和自由光子场的算符（松原的）一致；当然，对于粒子 
的少算符就不是这样，因为元中包含粒子之间的相互作用. 

根据建立图技术的普遍原则，我们把 （80. 3) 中的指数函数按的幂展 
开③.此时在展开的每一项中，自由场算符的乘积，根据维克定理，按通常方 


式以成对收缩的形式 平均. 展开的零级项（不包括的）给出 SF 。 ——未计及 

长波涨落的自由能变化.接着，平均线性项，其结果为零.在场的平方项 

中，两个算符的收缩给出——自由光子格林函数；这项可以用下图 
表述： 


① 在这抟中取 

② 为了避免记号的繁杂，我们在此表象省略 r 本应附加给算符的指标 o . 

® 在表达式中.考察分子的展开已足够，与通常一样.在分母中因了-<士〉 0 的作用，归结为消除 
能分解成两个或两个以上不相连部分的图. 
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5，>=丄, (80.5) 

I 、一 ’ 

(提出的数值因子1/2!是在指数函数展开时出现的）虚线白圈表征谬 ( °>函数， 
而画斜线的圆圈是一切其余因子的平均结果. 

我们不想写出最后这个量的显 形式； 重要的恰好正是 S 3 4 /4 tt ， 此处 S 巧是 

当系统哈密顿量变化时极化算符的变化. 

用同样方法研究货函数的变化，便容易确信这一点 • 在算符的同一表象 
中，此函数由下式给出 

» r i ； T 2 ,r 2 ) = y~ 〈 M” (T"q ) 々 (t 2 ,t 2 )J 〉。， 

此处 

^ = T r e ^P f ( - - 8^ M )dr 

J 0 

在“相互作用”中不仅包括而且还包括&众待求的变化5% 4 ,可由此式按 
5# M 的幂展开的线性项 给出： 

5 氣 SWdr - ifCr^r, )A* M (r 2 ,r 2 ) exp f/ u • A u • d 3 xdr) 0 . 

(80.6) 

在按的幂展开剩余的指数函数时，零级项应当去 掉：因 为与它对应的 

是不相连图（将缩并从不含变量 r ,， r 2 的其他因子中分离出来）.一级项 

中包含奇数个 A 算符，因而在平均时变为零，最后，二级项在 8笔1 中给出用下图 
描述的表达式 

㈣ ;)-翁 一 (80.7) 

其圆圈与 （80.5) 中的相同（由于考虑到算符中的“内部”算符4与“外 

部”算符和^^有两种缩并方式，此时1/2因子便被消去）.另一方面，按极化 
算符定义，在所讨论的近似中，格林函数用下列求和式表述 

— ■■——— + — — — , 

此处白圆圈是极化算符因此，这个函数的变分便给出带有用 S ^ 4 /4 tt 
表示的画斜线圆圈的图 （80. 7). 

在 （80. 3) 中展开的后续各项，乃是对 （80. 5) 图的虚线和圆圈的各级修正. 
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这些修正将虚线变成精确的函 数氣. 如前所述，对 S . A 的长波修正是很小的， 
因此马上可以把理解成精确的极化算符的变分. 

这个结果可写成解析形式（按变量 7 ■进行傅里叶展开之后）① 

= 。-士 Z r / ! r I » r 2 ( ^ ； r 2 .^1) - d ^. d 3 ^. 

(80.8) 

根据 （79. 17)，极化算符的变化用电容率的变化（对各向同性 介质） 来 表示： 

=^ S ( r , - r 2 ) Sdil (, l ， r 山 

此处的 5 函数可消除 （80. 8) 中的一个积分.考虑到是〈，的偶函数，将 
(80. 8) 改写为 

8/r = 8/r ° "4^ 言: (80.9) 

此处只对 s 的正值取和，求和号上的一撇，表示零级项应当有因子 1/2( 这项是 
有 限的； 因子 d 消除笔，在 L =0 时的发散性）. 

为了书写今后的公式，除函数 爽* 外，最好采用类似于 （76. 3— 76. 4) 式的两 
个函数： 

=-沉 ( C ; r ， 〆 )， 

=rot, 7 rot’ 』 “6;r ， 〆) ， 

则最后可写为下列形式 

8 F = hF 0 +~ ^ j ^ J (^； r , r )8 e ( il ^! , r ) d 3 *. 

现在我们利用公式 （80. 1 】 ）来确定作用在非均匀介质内的力.已假定介质 
是各向同 性的； 现在再认为它是液体.于是，它在每一点的状态变化（温度一定 
时）只能与密度 p 的变化有关. 

我们假设，介质进行等温的微小形变，其位移矢量为 «( r ). 与此对应的自 
由能的变化是 


(80. 10) 

(80.11) 


8 F = - j / • ud 3 x . (80. 12) 

此处/是作用在介质上体积力的密度.另一方面如用同一个位移矢量来表达变 
分 5/v 和心，即可由 （ 8o.il) 式确定这个变化 s/r ■设 p 0 ( p ，： r) 是在给定 p 和 r 


①我们不绐 出确定 （ S 0.5) 型田（尤自由瑙 线田） 记圩的—般规则.只要把展开式 （80.3) 及 （80.6) 
的相应项写出 M 形式，便容易建立给定愴况下的一般 规则. 不过，指出下列事实已足 够了. 在<80.3>的此 
项中.包 含-对 4箅符的--个收缩，而在 （80 •幻中是两对；因为一对收缩给出—个為，所以图 （80 . 5) 和 
(80. 7) 具有相反的符号，于是使 （80. 8) 具有负号. 
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值并未考虑范德 E 尔斯修 IH 压强的情况下，相应的体积力密度是/。= - VP 0 , 
因此 

8 F 0 = | • VP 0 ( i 3 x . 

其次，密度变化通过连续性方程如= • ( P «) 与位移矢量联系起来 • 因此电 
容率的变化为 

8^ = —5/? = V * ( pu ). 
dp dp 

将此代入 （80. 11) ，按物体的全部体积进行分部积分，然后把所得 SF 的表式与 
(80. 12) 比较，我们得到 

/= - V ^ 0 -£ ▽卜此 ; r 〆 ) 繁]. (80.13) 

特别是，这个公式4立即确定对物体化学势的 修正. 为此，我们写出力学平 
衡条件:/=0.此时考虑到在温度恒定下， 

^Po(pJ) = 〜 0 ( 以）， 

m 

此处叫(化70是物体无微扰时的化学势 （ m 是粒子的质量），则我们得到形如 
的条件，这里 

〆 =Mo(p.7 , ) S' ^ E n^r,r,r')^-. (80. 14) 

fri dp 

另一方面，任何非均勻物体的力学平衡条件，是化学势在体内为 常数； 因此，很明 
显，公式 （80. 14) 就确定了这个化学势. 

如所周知，所谓应力张量0^可以最完全地描述介质内的作用力. cr ;4 与矢量 
/的分量用下列关系式联系 起来： 

- dcr it 

(80.15) 

aX k 

为了把公式 （80. 13) 变换到这种形式，首先将它改写如下 


fi= - d ir^ r £{( S{r) O 的 (7)} - 


W “ r ) 5^ (r ’ r) 

(为简化起见，在中间公式内不写宗景 （,）• 前两项已具有所要求的形式.第三 
项写为 


将函数辑（/■，，）对第一个宗量和第二个宗量的微商分开，在计算最后，使 r = 
我们利用下列方程 [ 见 （79. 8)] 进行计算 
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4A( r ， 〆） = -4irS l4 SO-r ’>， 
A'^iry) = -4TrS [t S(r -〆 ） ， 


=‘ 2 M r )h + r °l.« ro L/ =(>( ， ) 《 5, 7 -S“A. 


结果我们得到等式（当 r = r ') 




应力张量最终有下列表 达式： 


..t = - p (Ai X { 卜 (k ， r ) 


_+M 叹， ) V! ( |’)-]. 
-^ik^a{C,\ r ^ r ) + ^ H n{C, ； r * r ) }• 


(80.16) 

然而，得到的公式还不具有直接的物理 意义. 因为，函数氣在 〆 — r 时以 
的形式趋于无限大[借助于方程（ 79 . 8) 容易相信这一点].这个发散性 


是大波矢量4~1/1/-，丨）贡献的，而且只与方程（79.8)不适用于 / c > a 的情况 
有关. 如果不明显地引人在大 A 处的截断，这个困难可以避免.为此我们注意到， 
短波涨落与我们感兴趣的、跟介质非均匀性相联系的效应无关.此涨落在物体的 
各给定点对热力学量的贡献，无论是均匀介质或是在该点仍有相同 e ( r ) 值的非 
均勻介质来说，都是相同的.为了赋予公式唯一性的意义，即实际上不依赖于截 
断性质，因此在公式中应当引进相应的减除，就是说格林函数 名 〆 t ; r ， r ) 应当 
理解为差值的极限 


lim | 爲 （ W ) -氣((,;，， 〆 ）！， （80. 17) 

r 

此处承 * 是均匀无界的辅助介质的格林函数，它与真实介质在该点 r 有相同的电 
容率; 这个极限已不发散.在书写公式时，为了避免不必要的复杂性，仍然保持以 
前的形式，但公式中的笔*已经理解为差值 （80. 17). 此时， P e ( p ， r ) 是无界的均 
匀介质中在 p 和 r 给定时的压强. 

无论在公式 （80. 16) 还是在确定格林函数 黑* 的方程 （79. 8) 中，介质的性质 
都只以电容率 〆 i <) 作为虚频率的函数而出现.我们联想到，这个函数在实频率 
时与电容率的虚部，以下述简单关系相联系： 
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(见第八卷 §82) .因此可以说，在材料介质中，确定范德瓦尔斯力的唯一宏观特 
性量，归根到底乃是它的电容率的虚部. 

公式 （80. 16) 在形式上，精确地对应于宏观电动力学在恒定电磁场内麦克 
斯韦应力张量的著名公式，此时£和《分量的平方组合，用相应的函数-您； 4 和 
来 代替. 然而，这种类比并无太深刻的 意义： 它绝不表示交变电磁场也有 
吸收介质中应力张量那样的一般表达式（其中作为介质的特性董只是电容率）. 
在这种情况下，我们遇到的不是任意的电磁场，而是介质中处于热平衡的固有涨 
落场. 

§81固体间相互作用的分子力 • 一般公式 

我们应用上一节得到一般公式去计算固体间的作用力.这里唯一应该满足 
的条件，是两固体表面接近的微小距离必须大于固体中的原子距离.正是这个条 
件，允许用宏观的观点把被研究的物体看做连续介质，它们的相互作用看做借涨 
落电磁场实现的.此时重要的涨落是其波长达到问题的特征线度——物体间隙 
宽度的数量级 

我们用标号1和2表征两个固体的量，而标号3是其间隙 
(图 n ) 的量.设间隙是平面平 行的； X 轴垂直于平面（因此物体 
1和物体2的平面是和尤= /的面 ，此处 Z 是隙宽）.作用在 
单位表面积（例如物体 2) 上的力 F , 可以当做通过这表面流往物 
体的动量流来计算.动量流由间隙 X =/处电磁应力张量的(7„分 
量给出 • 在真空中 s =丨，表式 < t „(80. 16) 归结为② 

F -0-^(1) = 

=£ Z + 

^ n bO 

+ ^ yy ( LilJ ) + 式 （dO _ dU ) l . (81. 1) 

(本节用字母 《 表示求和下标）. 

由于问题在 y 和 z 方向上的均匀性，函数爽 〆 只依赖 于差； k -/ 和 
z - Y [在 （80. 1) 中没写出宗量广 〆 和乳 （ tux ') 是按这些变量展 
开的傅里叶分童.则 

乳 (C，) = ( 81 . 2 ) 

对函数方程（79.8)取如下形式（矢量 ？ 方向沿7轴） 



① § 81 • § 82的结果屬于 E. M. Hhc }) iumu ( 1954； 

② 中间的计算取 = 
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( 比 2 - = -4*tt5(a; ~x') , 

u > 2 - 9 ' -士)声 v〆 太彳 ’) + ~ 去乾 y (太 〆 ) 二 ~^^( x ~ x， ). 

W l ^f xy {x > x , ) + ig =0, 


W 2 ^ xx (x ,x') + iq 


£• 


此处如 =(^ + ) 1/2 ^ f ( i( n ) ，而^起参数作用 （ 分量 

的方程是齐次的 .）. 解这个方程组归结为只解两个 方程: 


{x,x') = -4tt 8(x* -x r ) , 

=褒„=0, 因为它们 




氣 •（*,*’） = -4ir5(a: -x') , 




(81.3) 

(81.4) 


(81.5) 


解出之后，或，和级„由下列方程确定 

^ ty {x,x) = - iq/w 2 -^^ >y (x t x , ) 

^ tx (x t x f ) =- 含 - 4 ^8(x-x') 

此时应该考虑到，由于 （79.5)，<( r ， r ') = 乾 y ( r '， r ) ，因而 

=乾，（ -q\x\x). 

与电磁场强度切线分量连续性相对应的边界条件，归 结为切 逆涿;1, 
的连续性或者&，■^ , TOi yl ^ lk , rot ,, 量的连续性. 

利用 （81. 5) 的第一等式，得出 


紙. 


d 




(81.6) 


在分界面上必须连续. 

因为考虑到只在间隙区域计算应力张量.所以立即认为0 <? </. 在0 <尤< 
I 区域，函数琢„和乾由在=1，比=% :⑺+^广^的方程⑺^-队〜确定-在 
区域 l ( x <0) 和区域 2 U >0)， 这些函数仍然满足将左，《;取做心，％和的 
那两个方程，此时方程的右侧均为零（因为在此 x # 〆 ）. 

根据 （80. 17)，所需要的减除，应归结为从间隙区域中的所有函数 乾减去 
这些函数在^,=^ 2 = 1之值.从而，特别是，可以略去 （81. 5) 的第二等式右边的 
第二项，于是在间隙区域 




= -泛 



(81.7) 
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在解方程之前，还要做一注记.方程 （ 81. 3 —8】. 4) 的一般解的形式是 


f -( x - x ') +尸（*+乂）.利用方程（81,3—81.4)，（81.7)和函数切1及^^的定 
义，可以证 明：与 x + x 1 之和有关的那部分格林函数妒 〖和 对于力的表达式 
(81. 1) 没有任何贡献.在此我们不讲这个问题，因为这个结果从物理考虑中早 
已看 出：如 在形为 r (*+ x ') 的解中取 x ，在间隙内我们就会得到与坐标有 
关的动童流——这与动量守恒定律相 矛盾. 因此，今后在结果中我们只引用与 
^卜 〆 无关的那部分格林函数保^的表达式. 

现在我们来求函数武,.它满足 方程： 


-— 2 y ^ y ) = o , 

- 2 

-J?) 纥 (*，，） =0 , 


d ? 


< 0 , 

>1， 


= -4tt5( 戈 -x') t 0 <x <1. 


(81.8) 


由此得到 


^ =Ae u>1 , x<0, ^> u =5e-^, x>L 

<=(：，”+ C 2 e ^ x - 么， 0<x<L 

在最后表达式中已考虑到 ：由于 （8〗. 8) 第三方程中的微商 d ^ a / dx 在1=^处有 
等于 4 甘的跃变.因和需要连续的边界条件来确定的 
函数），之后我们得到 


此处 


= -^ycoshi^j {x - x') - —e _l15 
w,A w . 


0 <x <L 


A = ] _ +%)(% +%) 
(M»l -Wj) (u > 2 -W } )' 

减去 在％ =% =災 3 ( 此时 = 0) 的值.最后我们有 


^ u - -^-~cosh w 3 (x -x'). 

类似地解的方程，我们得到（减除之后） 

_ 4 ttm > 3 

领 i 、 = -j-r-cosh w^x-x ') , 


并利用 （81. 7) 得 


2 Kl i(«l W 3 +», )(¥j + W 2 ) 

e -- - —- 

(衣 i«N - w l ) ( e 2 w 3 - w 2 )' 
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到 


-^inh 


w 3 (x~x') , 


现在算出函数贸〗和逻〗，根据 （81. 2)，将他们变换后，代入（81,1)，我们得 


FU ) =- 


T_ 

2 tt 



最后，根据#-了，变换到新的积分变量 p ， 并返回通常单位，我们得到作 
用力 F 的最终表达式，即作用于被宽度为/的间隙隔开的两物体中每一物体的 
单位面积上 的力： 


FU ) 



r [ + p ) “2 + p ) 

U < S 1 ~^)( 5 2 - p ) 


exp 



(i, +ps,)(s 2 -pe 2 ) [2pC n ,\ ,r ! ), 

u ~^)(\-/>, 2 ) exp (— r 1 ! r 


(81.9) 


此处 \ _I + P 2 ^2 = ^/ s 2 - 1 +P 2 ， C n ~2 TrnT / h,£ l , e 2 是虚数频率 w = i( n 

的 函数; 联想到是正的实值，它从 < =0 时自己的静电值&单调减少到 
( =»时的 1®. F 的正值对应于物体的吸引力. （81. 9) 的每一求和项的被积式都 
是正的，并且对每一给定和么的值，都随/的增长而单调减少②，由此得出， 
F >0， dF / dZ <0, 也就是由空隙分开的物体，以随距离增加而单调减少的力吸 
引着. 

—般公式 （8 U 9) 是很复杂的，然而，通常由于温度对相互作用力的影响完 
全不重要，故此公式可以大大简 化③. 问题是，由于在 （81. 9) 中的被积式中存在 
指数函数，故在求和中只有 t ~ c // 或 /Z 的项起主要作用.这样一来，在 

IT/ch « 1的情况下，大 n 值才是重要的，因此在 （81. 9) 中，可以从求和过渡到 
按 dn = ^^/2< rrr 的积分.此时，温度从公式中消失，从而我们得到如下 结果： 


F(D = 


h 

2 ^V 


/Hi 


“ ， i-p)(s 2 +p) 
(s, -p) (s 2 -/>.) 




① 推竽公式 （8>.9) 时，假设两个物体是各向同性的•因此，它对品体的应用与可以忽略电容率的各 
向异性有关.虽然在大多数情况下这是完全允许的，但应注意到，一般來说，物沭的各向异性，还异致特殊 
效应——出现使物体趋于相互转动的力矩. 

② 只要指出，对于 s = (*-l 此处当时，有不等式印 >*> p , 就容易相信这 一 

点 • 

③ 在讲到温度影响时，我们不考虑电容率本身与温度有关的方面. 
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+ f 卜” A : 卜叫 . exp ( MA j " } 树. (81.10) 

( s , - pe } ){ s 1 - pe 2 ) \ c I J J 

据上所述，此公式适用于 /<<4/ r 的 距离； 在室温下此式给出的距离甚至达到 
~ l ( T 4 cm .公式 （81. 10) 在两种极限情况下还可迸一步大大简化. 


§82固体间相互作用的分子力 • 极限情况 


首先我们讲述“小”距离的极限情况，这个“小”距离，意味着它比给定物体 


的吸收谱的特征波长 A 。 小.至于讲到凝聚体的温度，在任何情况下它都小于在 
此起作用的(例如，在可见谱段），因此关于 cx 的不等式显然是满足的. 

由于被积式的分母有指数函数因子，在按如积分时重要的是的区 
域•此时 ， P >> 1,所以在确定积分的主要项时可设\ « 5 2 - />. 在此近似下， 
(81. 10) 花括号中的第一项变为零.第二项在引人 x =2 P ( l/c 的积分变量后给出 

h r r 2 r («i + 1 ) (^ 2 +1 > , 


尸 （/)= 


16 ir 


rLL 


AxdC (S2. 1) 


l ( 右 _ _ O ( 占 2 _ 1 〉 

(在此近似下如积分的下限用零来代替 >0). 

在此情况下力与距离的三次方成反比，不过，我们期望，这对应于两个原子 


间范德瓦耳斯力通常的规律（见324页的底注）.函数 £( i () -1 随（的增加而单 
调减少并趋于零.因此，从某个开始 /值在 积分中就不再提供主要的贡 
献: /小的条件表明必须有/ « c / f 0 . 

我们证明 ：如何 能由宏观公式 （82. 1) 过渡到真空中的个别原子之间的相互 
作用.为此，我们形式地假设两个物体都足够稀薄.从宏观的观点来看，这意味着 
它们的电容率接近于1，也就是差 A -1 和& -1 都小.则从 （82. 1) 得出所需精 
度的公式 


F = 


h 

64 tt 2 / 3 



- 1 ) ( £ 2 - 1 ) = 


= J 。 [^.(^) -1][^ 2 (^) -1]^- 

在实轴 w 上将 e ( i () 通过 Inidw ) 表达出来，根据 （80. 18) 得 


①当 <» 由《 龙到 1 时，下述积分 



的变化 不大： 由丨到 1.2. 闪此实呩 h 町以 足够铕确地 将公式（犯 • 丨） 写为卜列肜式 

r ‘ - r [心⑻ -i]u 2 w-i ]。 

we ' u, ~ Jo “产 

a: 对丁 • 两个物体的吸收 m 来说起着某种特征頻率的作用 . 



. 324 • 


第八章电磁涨落 


F = 


s^~i 


I 


w,w 2 Ime, (w,) \me 2 {(jD 2 ) 
() ( 6>2 +^*) 
Imf, ( w, )hne 2 (<o 2 ) 


d ^ d ( o l d ( o 2 = 


16- it 3 / 3 


d < t >, dw ,. 


这个力相当于原子以如下的能童相互作用着， 

H = _ 3 h (f ) Im ^ 2 (6> 2 ) 


d &»] dc 


(82. 2) 


(82.3) 


8 tt u 丨 / i 2 i - 

此处 r 是原子间的 距离； 是两个物体的原子数密度 ®. 这个公式与普通微 
扰论应用于双原子偶极相互作用而得出的著名的量子力学伦敦公式一致（见第 
三卷§89,习题〉.在对比中应考虑到的虚部与“振子力”的谱密度 /( W ) 有 
如下的关系 

2< rr : " 




-«/( 


( e ， m 是电子的电荷和质量；见第八卷 §62); 振子力用已知的方法通过原子偶 
极矩的矩阵元的平方来表述[见第三卷 （149. 10)]. 

我们来研究相反的“大”距离 情况: / ssAy 然而，此时我们认为距离仍然不 
致大到打破不等式 IT/hc « t 的程度. 

在公式 （81. 10) 中重新引人新的积分变量 =2 P K / c ， 但作为第二个变量的 
不是“而是/>.则 A 和心 是宗量 \C = ixc /2 pl 的函数.但由于在被积式的分母中 
存在 e 1 ， 在按 tk 的积分中，有意义的是的各值，因为 pSO , 则在大值 /情况 
下，函数 e 的宗量在变里的一切重要区域都接近于零.与此相应，我们可以简单 
地将以它在 （=0 的值，也就是用静电电容率来代替.这样一来， 
最后 


F = 


he 
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r/o /, 


(^10 + P ) ( s 20 + P ) 
(« I 0 - P ) ( ho - p ) 




+ pe H > )( s 20 + pe 20 ) x 

■ — - - ---兮 

( S 10 ( s 20 -/^ 2 o ) 



(82.4) 


^«0 = ^,0 - 1 +/> 2 , «20 = ^ 20 - 1 + P 2 . 

力随距离（如 r 4 ) 增加而减少的规律，在此情况下对应于两原子间范德瓦耳斯 
力因计及推迟而减少的规律（见下面）. 


①如果原子丨和原子2的相互作用势能是 U ( r ) - a ， 4 , 那么被宽为/的空隙所分开的两个半空 
间中，所 有原子 的成对相互作用总能量等于 £/ b = 力是 F = 这就是公式 （82. 2) 

和（82.3〉的对应关系. 



82 固体间相互作用的分子力 • 极限情况 


当两物体是金属时，公式 （82. 4) 归之为十分简单的表达式.对于金属，当 
0时，函数 i (〉一*■<* ;因此，对于金属应认为 £ T 。 = 00 .取 e lQ = £ T 2 。 = 00，我们 
得到 

it _ _^ r r _ c 、 


he r r X dpdx TT fee (S2 5) 

16H 2 / 4 Jo Ji P 2 ( e 、 l ) '240/ 4 () 

( H . B . G . Casimir , 1948) .这个力根本与金属的种类无关[这性质在小距离处不 
出现，此处相互作用力不仅在（ = 0,而且在所有 （ 值的情况下都依赖于函数 
4 W ) 的行为]. 

图18是函数、（£<))的图，此函数确定两个相同电介质（5 |() =$ 2 。= e 。） 之间 
的引力.公式 （82.4) 的形式如下 


卜誌 ( ㈢ 仏 。) 





(82.6) 


0 0.2 0.4 0.6 0.8 l/c 0 


在这个图上还给出函数 0 IM 的图.此函数根据下列公式①确定电介质和金属 
(^lo = s 0 , e 2n = oc ) 之间的引力. 


tt hce Q 一 1 
240匕。+ 々⑷. 


(82.7) 


类似于以前 （82. 1) 所做的，我们在 （84. 4) 中，过渡到个别原子间的相互作 
用.在 A -1 很小的情况下，我们有 


①当 s 0 -* l 时，函数屯,和 4> IH 值分别趋近于 0-35 和0. 4 6.这与极限规律 （82.8) 以及本节习題 （1 
式相对应.与时，两个函数趋近于与公式 <82. 5) 相应的数值 I . 
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So 一 户勿^ - ， S o 一尸一 D( —P + 点)， 

积分 （82. 4) 取下列形式 

17 / . w ，、广 3 - X 」广 1 - 2/? 2 + 2 p 4 ， 

F = 32 ^ 2 7 (gl ° 一 1 ) ( Ao _ 1 ) j 。 太 e dx J_ - ^ - dp, 

由此得 


F he 23 , 
= 7 640 ^^ 

这个力相当于两个原子以能量 


-1)(^0 -1 


U(r) = ~~a x a 2 
4-rcr 


(82. 8) 

(82.9) 


相互作用，此处是原子静极化系数 （a =1 +4 im a ). 公式 （82.9) 和量子电 
动力学在足够大的距离上（此时推迟效应已甚为重要），对两个原子间引力的计 
算结果相一致（见第四卷 §85). 

最后，我们研究使不等式 IT/hc » 1 成立的大距离，这与可能忽视温度影响 
的要求相反 . 在此情况下 （ 81.9) 的所有求和项中只需保留第一项 . 然而，其中不 
可一开始就取 n=0, 因为这要产生不确定性 ：（ 因子 d 变为零，但对 如 积分是 
发散的） . 如果开头就用新的积分变量 x =2/< n Z/ c 来代替/?,这个困难就可避免 
( 从而因子 G 消失） . 然后取二 =0 ,我们得到 


^ T 广 2 「 U, 0 + 1)U 20 + 1) '* 

F = 77~73 I x [7 - iT? - TT e, 一 1 dx (82. 10) 

16tt/ Jo I (6： l0 - 1 ) (^ 20 - 1 ) 

这样一来，在足够大的距离上，引力减小得慢了，又電新出现规律 r 3 . 但系数与 
温度有关 [(81. 9) 求和中的一切后续项都随 Z 增大而作指数衰减 ]. 条件 IT/hc 
>>1 本质上是经典性的条件（―《 7\ 此处 w-c/l). 因此，自然地， （ 82. 10 ) 中 
不包含的). 


习 题 


试求原子与金属壁在“大”距离上的相互作用规律. 


解：单 个原子与凝聚体的相互作用，只要将其中一个物体（设为物体 2) 看做 
是稀薄的介质就可得到.如认为^ 20 -1 很小，并取〜«，从 （82, 4) 得到 


^teio - 1 ) f" 3 f x dp 3ftc(^ 20 -1) 
32or 2 r h X 6 h 2^ = ~ 32^ 2 t 


⑴ 


① §81, §82 得到的公式 . 能够推广到固体间隙内充以液体的情况，以及在固体表面上有薄液膜的 
情况：见 M. E. ^sh^ouimhckhA , E. M. nM^uiMU,^. U- IlMTaeBCKMfi, y<I>H .78 ,381 J961 ( Soviet physics Uspe- 
khi 4 . 153 ， 1961 ； Advances in Phys. , V. 10 , P. 165,1961 •) 




83 液体中关联函数的渐近行为 


如果原子与壁之间的相互作用能 " = -aL-\L 是原子和壁之间的距离），则在 
靠壁空隙^的半空间内，原子之间的相互作用能为 U & = - an/31 3 ， 而力 F = 
因此，得到的厂值对应于单个原子与壁以如下能量相互 吸引： 
U{L) = -3a 2 hc/^L* (2) 

(H. B. G. Casimir, D. Polder ， 1948). 

同理，对于原子和介电壁的相互作用，可得下列结果 


"U) = - 


仏。) 


其函数 (/ > A! 如图 18 •当 e i0 -*l 时，此函数趋近于与公式 （ 82. 8) 相应的值 23/30 = 
0.77. 


§83液体中关联函数的渐近行为 

长波电磁涨落也使均匀液体密度涨落的关联函数具有某些特殊性质. 

我们记得（见第五卷 §116), 关联函数〃 （0 定义 于：在 空间两点粒子数密度 
n 的涨落乘积的平均值为 

< 5n(r l )§n(r 2 ) ) =^8(r) + hv(r ) , 

r = r x - r 2 . (83. 1) 

关联函数与粒子间的相互作用有关，该函数在大距离上的渐近行为，由这个作用 
的远程范德瓦尔斯部分所决定.因此 和范德瓦尔斯 力一样 ，随距离增加而 

按幂的规律减小 （ J . Enderby ， T . Gaskell, N . H. March , 1965 ). 

当然这也反映在关联函数傅里叶分量 v (幻的性质上.如果液体粒 
子间的相互作用只是作用半径数量级为原子线度 a 的力，那么函数〃将随距 
离按指数为 r / a 的指数函数规律减少①.在傅里叶分量的术语中，这意味着， 
vO ) 是 h 的正 则函数 ，它在 h << i 的情况下是按 h 的偶次幂展开的.远程力 
在卜 1/ A 。 （而不是& ~丨/«)的区域内，在〃 U ) 中已经有明显变化的项[以 
h ( 幻表示 ]出现，此处 A 。 是液体谱中的特征波长 （ A 。 >>a) .在紜 <<1 的区域 
内，参数 U 。 可小 可大； 函数 h U ) 在这区域内具有奇异性质. 

为了计算关联函数，我们利用此函数与物体自由能对其密度的二阶变分微 
商的关系.按定义，这个微商是自由能的变化与密度涨落 （ 当温度给定时）的关 
系式中的 

①这里所讲的悄况是液体处在温度 r ~ @ 液体的“德拜溫度”）并且远离临界点•在 

临界点附近，关联半径是无限增长的（见第五卷§ 152, § 153) .在 r << @的低温下，关联半径也能增长到 

的数貴级（见下面的 §87). 
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5 F = y J < p ( \ r , -rj JSrtCrJSnCrJd ^. d 3 ^. (83.2) 


这个函数的傅里叶分量与待求函数〃 U ) 的关系为 

T . 


以 ⑴= 


n < p ( k ) 


(83.3) 


[见第五卷 （116. 14)]. 我们强调指出，这个公式假设涨落是经典的，它要求 


ho > « T . 此处 a 是波矢为 A 的振动 频率. 取〜 Au (此处 u 是液体中的声速），我 
们得到条件 


hku « T , (83. 4) 

这与距离 r >> h / r 相对应. 

与短程作用力有关的函数史 U ) 的“正则”部分，是按 A 的幂展开的第一项 
(当 k <<1)并用6来表示它，可写出 

< p ( k ) + ( p { ( k ) , (83.5) 

此处 A U ) 是我们感兴趣的函数史（ A ) 的“奇异”部 分①. 由于范德瓦尔斯力比较 
弱， r ( A ) « A ，因此，将 （83. 5) 代入 （83, 3), 结果可表为如下形式 

v(k) 二 ^-1 (83. 6) 

因为跟％ ( W 是线性关系，所以函数 1/(/0 在大距离上就是 

心）= (83. 7) 
nb 

(83. 6 )中的第一项（不依赖于幻对应于短程作用力（忽视其作用半径时〉，是形 
如 const • S ( r ) 的坐标函数. 

我们从自由能变分的公式 （80. 11) 出发，来确定 < p ,{ r ). 在公式中写出 

ds ( iC ,, r ) (83.8) 

我们看出，表达式 


T 


4ttHc 


Z ， OuU,;r ， r) 


de(i^) 

dti 


乃是自由能对密度的一阶变分 微商. 同样，对于二阶微商，应当变分这个公式，亦 
即求② 


T 


J a 0 


ds ( iC ,) 
~dn 


(83.9) 


① 常数 6 通过液体的热力学*以 6 =-^-( 来表示（见 第五卷 S 152). 

② 只有对函数级"变分.变分函数 ff 在中将出现与远程作用力无关的，形如 const - 8( r ) 的项. 
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级函数本身满足方程 （79. 8): 


-4 i ^5,* S ( r - 〆 ）， 


而它的变分给出谬函数的变分 方程: 


dx t dx 


-- 8,, A + -\e () 8,, jS^* (^, ,r,r ; ) 


(83. 10) 


(83. 11) 

只要根据 （83. 10), 注意到“非微扰”格林函数就是这个方程的格林函 
数，方程 （83. 11) 的解便可立即 写出； 因此， 

^(L ； ry) =^T/s^(i^y ， )^(^ ； r ff ,rO^(^ ； r w ,r)dV. 

[在此也用了 ^( r t n =^,( r w , r )]. 最后，将 （83. 8) 代人此式，然后与 （83. 9) 
—起，我们得到二阶变分微商 

^' (r) = -(^wl 叫⑷ M). ⑻ 」 2 ) 

( r = I /*, - Gi ). 当 r » 如 / T 时这个公式连同 （83.7) 给出待求的关联函数 p ( r ) 
的普遍表达式 （ M . n . KeMOKnHA 3 e ,7 I . M . IlHTaeBCKH ^, 1970). 

前面所取波矢童的条件 （83.4) 等价于距离的条件/ •>> hu / T . 与这个条件同 
时如果再限定 r 值的 上限： 


hc / T » r » hu / T , (83. 13) 

那么，在求和中大 s 值将是重要的，因此对离散“频率％ =27乃/6求和，可用对 
cb = / ic ^/27 rr 的积分 代替： 


v { r ) 


⑽ ( ㈣ ) 


2 tt . 


(83. 14) 


在 （77,6)做 的代换，就得到函数 您 |；1> •进行微商并且平方，我们得到 



如 W W W ) 


w = r ( -/ e (\ C ) / c . (83. 15) 

将 （83. 15) 代入 （83. 】4),得出相当复杂的表达式.然而在两种极限下它可以 
简化. 


在“小”距离的情况（/'《人。.对比§81)，在积分中^ - c / A 0 的区域是主要 
的； 此时， </ C « l ， 因此在 （83. 15) 中可以用1代替指数函数因子，而在括号中 
仅保留最后一项，则得 


二 3# r 产 U ) 】 2 

1 6lT 3 fib 2 Jo l Sfl j £T 2 ( ) 


r « A 0 . (83. 16) 



. 330 . 


第八章电 磁涨落 


这个函数的傅里叶变换式 ® 为 

2 

v ( k ) = a 0 » 1. (83.17) 


在相反的“大”距离情况 （ r » A 。）. 积分中 « c / A 0 的区域是主 

要的.因此，可以用静电值 A 代替 〆 <)并且可以将从 （83. 14) 的积分号 

下提出来，此后积分就简单了 f 此时 （83. 15) 的一切项都给出同一数量级的贡 
献].结果得到 


vi. r) =4, S = 

r 

这个函数的傅里叶变换式为 


2^hcT / 
64-Tr 3 £ ： Q /z S6 2 \ 



r » A 0 . 


(83. 18) 


p(k) = -^M 4 ln/cA 0 , k\ 0 « 1. 


(83. 19) 


§84 电容率的算符表达式 

本节我们用电荷密度算符的对易子得出介质电容率的有用表达式 （ p . No - 
zieres ， D . Pines , 19 58 ) .这个公式与考虑到电磁场特性的久保公式相似 • 

我们所研究的均匀介质，其电容率不仅有时间色散而且有空间色散.这就意 
味着感应强度 D ( t ， r ) 不仅与以前各时刻的、而且与空间其他点的场强 E ( t , r ) 
的数值有关 • 这样的依赖关系可以表为一般 形式： 

=£,-(«,/•) + Jj fu,(T y ) E k (t - t ,r - r f ) d ^ x ' dr . (84. 1 ) 

0 

对于 £，/) cc exp [ i(A • r -< u 0 ] 的单色场，这种关系归结为 

Z >, = e ik (( o , k ) E k , (84. 2) 

此处 

eA ( o , k ) =8 ( *+ (84.3) 

0 

我们所研究的介质不仅是均勻的、各向同性的而且不具有天然光学活性.其 
电容率成为仅由波矢量组成的张量.这种张量的一般形式为 


①在 * 空间的球坐标内，苴接积分可得 


iim f ， 

A = +0J 




(2-n) 


/"(v +2) sin ( TT »//2) 

i ^7 Ti ■ 


为核 对公式 （83. H ) 所甫的积分是而为核对公式 （83. 19〉所筘积分的计箅则是 v = 4 时的 
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e ik = exit!) + 古 : (w ，* ) ( 8a - . (84. 4 ) 

标量函数 q 和 A 分别称为纵向电容率和横向电容率.如果场£ 是有势的， E = 
- V ip ， 则对于平面波，五平行于波矢 （£=- 決#)，因而 /) =々£•如果场是有旋 
的 （▽ • £ =决 . £=0)，则£垂直于波矢，因而 D = &£. 

我们注意到（比较第八卷§ 103)，这样描述介质的性质时，把微观电流密度 

的平均值^ '( P 是电荷密度）分成两部分^^和 cS 7 xM 已经大太意义.此处户是 

dt 

电极化强度，而 M 是介质的磁化强度.换句话说，麦克斯韦方程可写成如下形式 

▽*£=- 丄逆，丄逆 

c dt c dt 

(在磁感应强度 B ——微观磁场强度的平均值之外）不必再引入矢量微观电 
流平均结果所出现的各项，都假定包括在定义 D = E + 4 ^ P t ^ 之中. 

dt 

在应用中，更感兴趣的是纵向电容率.我们通过考察系统对（由系统外源产 
生的）有势电场£外= - 的响应，来引人纵向电容率的算符表达式. 

系统与此场的相互作用算符可写为 

V = p { t y r )< p ^( t , r ) A \. (84. 5) 

此处以 《， r ) 是系统中的电荷密度算符.将此公式与一般公式 （75. 8) 相对照，并将 
• P 外看做“广义力”/根据（ 7 5. 9 — 75. H ), 我们立即得到平均电荷密度按时间的 
傅里叶 分量： 

pjr ) = -~ f a je - l ( p ( t t r ) p ( Oy ) - p (0 , r ') p ( t f r )) ^ ( r f ) 6 3 x ' dt . 

在此，也过渡到按空间的傅里叶分量并考虑到系统的均匀性，因而对易子的平均 
值仅依赖于差 r -，， 我们得到 

p uk = a (( D , k )< p^ kJ (84.6) 

此处 

ccioy.k) = -j- 0e i(t - , -*- H <p(f,r)p(O,O) -p(0 f 0 )p( f ,r) > d^d«. 

(84.7) 

电荷的平均密度 与介质 极化矢量的关系为卢 =-▽ *尸（见第八卷 §6) .其 
傅里叶分馕由此得出 

P«* = - A • Pa = - i ^~~ k - E 狨 . 

另一方面， Ap * =： - 4 irp #， 此处是产生外场的电荷密度.感应强度 /> 与此电 
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荷密度以方程 ▽ • Z ) = -4即外 相联系.从这两个方程得出 



最后，将此表达式代人 （84. 6)，我们得到待求的纵向电容率的表达式 

J^Jj = l+ V ai< ° fky ( 84 . 8) 

严格说来，（8 4 .7〉中的应理解为系统中所有粒子——电子和核的电荷密 
度 算符. 然而,通常在 w 和 A 值的一切重要区间.对电容率的贡献主要来自电 
子； 因此可理解为 e ( n - h ) ，此处 a 是电子的密度算符，而5是它的平均值. 

公式 （84. 7 — 84. 8) 还可以进一步变换，将其通过箅符 /的傅 里叶分量的矩 
阵元来表示.为此，预先将 （84.7) 改写为下列形式 

a ( co ， k ) = e iw , < p *( Op .*(0) (84.9) 

( F 是系统的体积）.海森伯算符心（0的矩阵元可通过薛定谔算符矩阵元用 

(P* ⑴ =e 心 (p*) mn 

来表述.按矩阵乘积规则将算符之积展开后再根据 （31. 21 ) 进行积分，最后我们 
得到 


^J) =1+ ^y ? 1 ( p 山 12 U - 丄 + iU 丄 + i0} ’ ( 84 . 10 ) 

此处下标0表示所求电容率的有关状态. 

§85简并等离子体 

我们研究完全电离的等离子体.它的离子构成经典玻耳兹曼气体，而电子成 
分是已经简并的.为此，温度应当满足如下条件 

亦即 fi 2 n 2/3 / m i « T -& h 2 n / i / m e . (85.1) 

是等离子体中电子和离子的化学势；％，/^是它们的质 量；〃 是粒子数密 
度； 在估算中对 〜和〜 不加区别）.此时，还认为等离子体是弱非理想的.为此， 

两个粒子在/〜的距离上的库仑相互作用能，应小于它们的平均动能 t 对离 
子~ 而对电子£^ - n 2/ i h 2 / m c . 由此得到条件 

m t e 2 / h l « n l/3 « T / e . (85. 2) 

在第五卷 § SO 中已经证明，在这些条件下等离子体热力学量修正（对比理 
想气体的这些童值）的根源乃是电子的交换 作用； 这个相互作用能（对等离子体 
单位体积而言）是〜 e 2 n 4/3 . 简并等离子体中关联修正（经典等离子体的主要修 
正）小于交换修正，其比值为 V '此处 r 1 = m r e 2 / h 2 n uz «\. 但是，对于简并等离 
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子体，它的计算具有方法论的意义并且给出应用图技术的有益例证. 

等离子体粒子间库仑相互作用算符可写成 

^ = Y X / a ; ^ (85.3) 

此处下标《,6记述粒子的种类 一 电子和不同种类 离子; 2 a e 是粒子的电荷（对 
于电子\ = -1) .取松原绘景中的必算符，我们就得出该绘景的相互作用算符. 

然后，建立计算 T 均值<^> (按吉布斯分布>的图技术，使用普通的方法过波到松 

原算符的相互作用绘景.最后得出的微扰论级数乃是< 按 e 2 幂的展开式. 

表达式 （85. 3) 不包括“自由”变里（按此变量不能进行积 分）. 这种情况在图 

技术中表明，微扰论级数〈[> 的各项用没有自由端线的图来表征.约定这些图的 
虚线 [4 维动量为 (？ = ] 对应于因子① 

= — r (85. 4) 

<1 

(不依赖于 O . 亦即取单位电荷场势 < iP ( r ) 的反号傅里叶分童.现在还必须用粒 
子种类的下标 a 来标记实线[与4维动量/> == 共同标 记]. 每条实线对应 

于因子一#=(尸）——自由粒子《的反号格林函数.此时，图的实线组成封闭的 
圈，每个圈图包含的部件都标以相同的记号（例如 a ). 图的每个顶点（一条虚线 
和两条 a 类实线的交点）与 一个补 充因子相对应.每个费米圈带一个补充因 
子（ -1). 按此规则建立的图能给出量 


- *|r( (85. 5) 

的展开各项.分母中的因子^是系统的 体积； 出现这个因子是因为级数每一项 
的积分式只与坐标之差有关.因此，一个对的积分便给出体积 K (85. 5) 的 
负号是按规则 （85.4) 定义虚线，即由于史（0)前是负号的结果.因子 2 是将 
(85, 3) 的因子 】 / 2 返到等式左侧的结果. 

在一级微扰论中有两种类型的图它们带有一切可能的 a 和 


(85.6) 


»6 






(b) 


①本节后半部取^^^，而^代表基本电荷卜“）. 
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(85. 6( a )) 型的图，是由于在空间一些相同点少算符收缩的 结果. 这样的图对应 
于空间均匀分布的粒子 fl 和6的直接库仑相互作用 ：这些 图的贡献由于等离子 
体的电中性而相互抵消（按全部粒子成对求和）. （85. 6( b )) 型的图，是由于 
不同宗量少算符的收缩结果，并对应于该类粒子 a 的交换作用.计算这个图导 
致第五卷§80得到的结果. 

在下一级微扰论中有下列类型 的图： 


t/ a 

I 

I 

I 

I 

0 



o 



( a ) ( b ) ( c ) 


(d) (e) 


(35.7) 


图 （85. 7 a _ b ) 是对图 （85.6 a ) 的修正，并由于同样原因在对所有 a ，&， c 取和时 
相互抵消.图 （85. 7 c — d ) 是对交换作用能的小修正，在此意义不大. 

图 （85. 7 e ) 由于相应的积分发散而显示出 “反常 的大”.这个发散是因为图 
中两条虚线有相同动量《而产生的（明显的原因在于顶点必须动量守恒）•因 

此，当《很小时，图中含有对 丄发散 的积分 f d 、/ 〆 . 

q j 

在以下各级的近似中，除了修正型的图外，还有更强发散性的新的“圈”图 
出现，例如动量 g 相同的三条虚线的三级图 



含有按 < r 3 发散的积分 Jr 6 d 3 分. 

总的说来， 〃级圈 图是由〃条虚线连结的/ I 个实圈所组成并按厂 <2 "_ 3) 发 
散的. 

对无限序列的圈图求和，可以看到，在微小堡级为 e 的9值处会导致发散性 

的有效 截断； 因此所有这样的图，共同给 〈 i>> 以微小量级为 （ e 2 ) fl / e 2 ” 3 = e 3 的贡 
献，此贡献在图像上由下列骨架图（按粒子的种类）之和来 表征： 
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此处粗虚线是线形图 






(85.8) 


(85.9) 


的无穷集合之和，其中每个线形图都有不同数 B 的实圈. 

由于细虚线表征孤立电荷的库仑场势&现在就用粗虚线表征被周围等离 
子体极化所扭曲的 场势； 此势用少表示.所以， （85. 8) 的全部贡献便给出等离子 
体的平均相互作用能中所求的关联部分. 

我们引人一分来表征各类粒子的简单实圈之和，并用图中的小 
圆圈表征这 个量： 




Z 


<>-0 


(85. 10) 


我们注意到，不论粒子^遵守何种统计法，这个函数的宗量 （， 均取“偶数” 
值 C =2 s ^ tT . 实际上，在顶点由于频率守恒定律，这个宗量等于两条实线的频率 
差.无论“偶数”项的差或“奇数”项的差，这个频率差都是“偶数”. 

利用记号 （85. 10) ，以一个骨架图表述求和式 （85. 8) : 


2奶关， 


o 


粗虚线本身满足图 方程： 




o 


[完全类似于方程 （ M . 4 ) 和 （ 7 9. 13)]. 这个方程的解析形式为 
•'少（〔，？）= -< p ( q ) - ip { q ) — f I g ^ ^ > g ) • 


4 -jr 


由此得 


少 u,，《) = 


4it 


(85. 11) 


(85. 12) 


(85. 13) 


«? 

为了与 §79 的图建立联系，最好从另外的观点来考察这些公式.因为，电荷 







在此引入了记号 


A0 - k 2 4> = -4ir8(r) , 


(85. 18) 


= 4 ^ 2 Z 


(85.19) 


由公式 （ 85. 18) 看出，1是等离子体中场的 德拜屏 蔽半径（见第五卷 §78) .最 

K 

后，对方程 （ 85. 18) 两侧取傅里叶分量，我们得到 




将此表达式和 （85. 13) 比较， 给出： 




(85.20) 


(85.21) 


现在以此少值在 (85.15) 中进行积分，我们得出 

(y\ - VTf < 4 ( 4 則 2 和 - VTt < (85 21 ) 

⑺关联_ 2(2甘）山 2 (/+ 〆 ） _ 8 tt ■ (85 . 21) 

首先我们注意到，积分在下限收敛，其中 g ~ k 起主要作用.对于等离子体的非简 

并离子成分，我们有^ • = n ./： T ， 而对于电子> 〜 n 从. 容易看出，由于条件 

(85_2)#^ n l /3 , 因此，有 gccn " 3 , 亦即 i / 9 大于粒子间的距离.这就证明了利用 
平衡条件（ 85 .〗 7 )的合理性.为了证明在 （85. 17) 中除了 s =0 项外，所有项都可 
忽略，我们指出 ：当频 率不等于零时，根据 （85. 14) 由电容率来描述等 
离子体的 极化. 根据熟知的渐近公式，在大频率时 &1 ( o >) -1 -4 rrn t e 2 / m c co \ 
因此 

… KJ ) … 4 与 

(见第八卷 §78). 由于条件 （85. 1—85.2), 所有不等于零的频率 t = 2 s^T » 
(\ e 2 / mJ l /2 , 因此对于这些频率可以认为 e ( il ^ l ) =1，亦即等离子体无极化并 
且 Y 很小. 

公式 （ 85. 21) 可通过热力学变量 T , V ^ a 表征.因此，等离子体热力学势打 
能够直接从如下等式的积分中得到 




T <^>- 


(85.22) 


[见第五卷 （80. 4 )].结果对于/2的关联部分，得到如下表达式（通常单位） 


= 


= VTk' _ 2^VTe i \ 


(85.23) 


( A . A . Be aeHOB ，1959) .根据小附加量的普遍定理，通过别的热力学变量表征的 
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这个公式，可给出其他热力学势的修正. 

dn 

对于非简并等离子体，一切微商^ = n / T , 于是 （85. 23) 变为对自由能的 
修正： 

(85.24) 

这与第五卷的 （78. 12) —致. 

在等离子体中电子强烈简并情况下 （ r « M J ， 微商^ 〜 n/K << \/7\则 

在 （85. 23) 的对 a 求和中完全可以忽略电子项，因而我们重新得到公式 
(85. 2 4 )•所不同的，只是其中求和仅对等离子体中的离子各种类进行.这样— 
来，在强烈简并下电子根本不会影响屏蔽半径以及等离子体的热力学童的关联 
部分. 



第九章 

流体动力学涨落 


§86流体动力学形状因子 

第五卷§丨16所研究的密度涨落关联函数，是更一般函数的一种特殊情况， 
这种一般函数不仅将空间不同点而且将不同时刻的密度涨落联系起来.在经典 
理论中，此函数定义成如下的平均值. 

, r 2 ) = < Sn ( f , , r , )5 n (/ 2 , r 2 ) > , (86. 1) 

在此 -« 2; 从定义 or 中提出的因子 S = f 是平均粒子数密度.对于均匀的各 

向同性介质（液体，气体），函数 （86. 丨）仅仅通过两点距离 r = Ir , - r 2 l 而依赖于 
和 i * 2 ，以后我们正是这样假定的. 

在量子理论中，类似的函数是用与时间有关的（海森伯）密度算符的对称化 
乘积来定 义的： 

na { t , r ) = y <8 h ( t l , r , )8 h ( t 2 , r 2 ) +^ h ( t 2 , r 2 ) bh ( t l , r ,) ). (86. 2) 

[与第五卷中按 （I 18. 4) 定义的一般方法相对应].然而，在此情况下，非对称的 
定义 

= (b h ( t , , r , )6 n ( f 2 , r 2 )> (86.3) 

更有某些优越性，此定义仍用记号 o ^， r ) ①.与函数 5" U ， r ) 相反，函数 (7(^) 不 
是时间£的偶 函数； 显然， 

= y [ o *(«, r ) + a ( (86. 4) 

函数按时间和坐标的傅里叶变换式 


①恰恰这个函数是直接的观测量，例如，在液体中的中子非弹性散射——见习题. 
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( t((o y k ) ^ a(aj , k ) = J e l(a "' r) o-( < ,r) d<d 3 A ： ( 86. 5 ) 

称为介质的动力学形状因子.由于函数 cr ( Gr ） 的各向同性，它只依赖于波矢的 
绝对值.从 （86.4) 得出的傅里叶变换式为 

a ( o ) , k ) - cr ( ( o , h ) + < r ( - to , k ) ]. (86.6) 

液体密度涨落纯空间的关联由 A =0 时的函数 （86. 1) 定义 ： cr ( r ) - cr (/ =0, 
r ) (/ =0, r ). 此函数与第五卷§ 116中引人（并在本卷§83中利用过）的函 
数以 dr ) = v ( r ) + S ( r ) 相 联系； 它们的傅里叶变换式为 = u { k ) +1. 
函数 < rU ) 或 i / U ) 称为液体的静力学形状因子.函数与 o ■(幻之间以积 
分关系 

o ~{ k ) - I a -{( x ) y k)c ' u,, ~- - ( a (< o , k )^- 

J -» i^o J -» Z *7 T 

相联系. 

薛定谔密度算符（不依赖时间）由对介质中所有粒子的求和式 

n ( r ) - ^ 8( r - r fl ) 

u 

给出； 粒子的坐标 I ■。起着参数的作用[对比 （24.4)]. 今后我们需要此算符对坐 
标的傅里叶展开的分量 

n k = fn ( r ) e - lr d ^= X e ' (86.9) 

a 

按一般规则过渡到与时间有关的（海森伯）算符 

n(i , r ) = exp ( iHt / h ) h { r ) exp ( - \ Ht / h ). (86. 10) 

此处 A 是系统的哈密顿量，这个算符可以用 （86. 8—86. 9) 式表达，其中以 r a ( t ) 
取代/ • 。•弋 （ z ) 是粒子坐标的海森伯算符. 

根据统计学的基本原理，平均 〈…〉 可以有不同的解释，这要看结果必须用 
什么热力学变量来 表达. 例如，如果函数是在系统的总能量和粒子数一定时 
确定的，那么，平均将按给定的定态 （/ n 态）进行，亦即取相应的对角矩阵元.对 
于均勻系（液体），算符&&(<，/■)的矩阵元对时间和坐标的依赖关系由下式给 
出， 

(/nIS h ( t f r ) \ l ) = <m 18 n (0) I /) exp [ iw „,^ - k ml • r ]. (86. 11 ) 

完全与 （8.4) 类似（右侧为薛定谔算符 B $(/■) 在/ ■=() 的矩阵元）.计及此公式， 
我们写出 

hcr ( t , r ) - ^ 〈mIS ZiU ，/ 1 , IZ〉〈/IS A ( f 2 ， r 2 ) lm 〉 = 


(86.7) 


( 86 . 8 ) 
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=X 1 (w l 8 n (0) U ) \ 2 exp [ i ( co ml t ~ k nt - r )]. 

/ 

此函数的傅里叶变换式为 

n ( r ( o ), k ) = (2 ir )' 1 ^ I < ml 8 a ( O ) 10 l 2 8 (w - ) h(k - k lm ). 

i 

( 86 . 12 ) 

这些式中的求和，是在给定粒子数 （ WJ 情况下按系统的全部状态进行的 .（ 因为 
算符 SA ( O ) 不改变此粒子数）. 

如果我们希望通过温度和液体的化学势来表示形状因子，那么公式 
(86. 12) 还应当按吉布斯分布进行 平均： 

h<r((o,k) = (2ir) 4 ^ exp|— ~~ . 

• !< m I5ri(0) I/) I 2 - ^( co - o ) lm ) h ( k - k lm ). 

(86. 13) 

(此时在一切求和项中 N t = NJ . 再对 a ( - k ) 写出同样的公 

式，互换式中的求和指标 / 和 m ， 并在指数因子中代人 E ^ E m + h < o la = E m + ha > 
(后面的等式是存在 S 函数的结果），我们得出 

(r( - to ， k) = <7( <u ， A)e - wr . (86. 14) 

然后，根据（86.6)， 


^( o >, k ) = y(t + e - ha >/ r ) ( T (( o , k ). 


(86. 15) 


注意到，从 （86. 13)( 或 （86. 〗2))得出，对于 (7 的一切宗量的值，函数0*(0， 
*)^0. 又从关系式 （86. I 4 )得出，在零温度时 

a (< o , k ) =0,当 w <0 ，r = 0. (86.16) 

在宏观极限下（比值 ZV / T 给定时 W 和 ® ),(86. 〗3)中的各 S 函数的“栅 
栏”变得平滑而成为连续函 数但在 对应于不衰减的元激(幻处仍保留 
着(7(0>，幻中的 S 函数峰（通过类似于§8的讨论就会得出〉.然而，仅仅对于粒 
子数不变的激发才能发生这样的峰①. 

我们来证明，液体的形状因子怎样才能和涨落耗散定理一般公式中所表述 
的量相联系 （ D . Pines , P . Nozidrea , J 958). 

设在液体每个粒子上都作用某一外场，给粒子以势能 i /( f ) ，则作用在液 
体整体上的微扰算符是 


①例如，在费米液体中 .< r ( w ， A ) 在 a ； = L 0 处 （ B () 是零声的速度）有5函数的奇异性.但对应于能潜 
的费米支没有这种奇异性，见 §91. 
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V { i ) = j n ( t , r ) V ( t , r ) d i x , (86. 17) 

将此式中所有的量都对时间作傅黾叶展开，我们将系统的响应（即微扰引起的 
密度变化的平均值）表为如下形式 

8元 （ cu ，/■,) = - j a ( a ), \ r { - r 2 1 ) U((o , r 2 ) d 3 x 2 (86. 18) 

此处函数 a (< y ， r ) 起着广义感应率的作用.关联函数$■(«，》•)对时间的傅里叶分 
量用涨落-耗散定理中的表述方法是 

nd -(< o , r ) = ( bnir ^ bnir ^)^, r =r, - r 2 . 

根据这个定理，此函数通过广义感应率可用下列公式表述 

ndr ( to , r ) = ftcoth ~[ ma(<o , r ). (86. 19) 

通过也可用此式将对坐标的傅里叶分量表述出来，然后，根据 
(86. 15) ，我们得到动力学形状 因子： 

— 2 h 

no -(< o y k ) =- - 7j ^ 7 f Ima ( w ， 灸）. (86.20〉 

1 - e 

这些公式的重要性，首先是由于它们将动力学形状因子与已知的（对变量 

的）一般解析性质联系 起来； 对于函数 a ( o >， A ) 的这些性质阐述于第五卷§ 123 

中.这些性质也允许应用普遍公式[对比 （75. 11)3 来计算形状因子.根据此公式 
00 

a ( o ), k ) = — J e ，u< "*' ,) ( h ( t , r ) h (0,0) ~ h (0 t 0) n ( t , r )) dtd i x . 

0 

( 86 . 21 ) 

如用少算符表征密度算符 M 士），可以将此式写成双粒子格林函数的形 
式，计算后者要用到图技术. 

习 题 

试通过动力学形状因子来表征慢中子在同种原子组成的液体中进行非弹性 
散射的概率 （ G . Piaczek ，1952). 

解：根据赝势方法（见第三卷§ 151) ，慢中子散射可以描迷成以势能 

U(r) = ^lf afi(r) ⑴ 

相互作用的结果.此处 6( r ) 是密度算符 （86. 8) :财是原子和中子的折合质量 ；a 
是慢中子在单个原子上的散射长度（即散射幅极限值的反号）.液体加中子的系 
统在某区间内从某初态（纟）到终态 （/) 的跃迁概率是 

dw V = 士 J ■ 〜⑴出〜 (2) 

n 




形状因子的求和规则 
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[见第三卷（40,5)];对于（丨）中的非对角矩阵元~可以写成 S / i 来代替汔中子 
(动量 P 和 能量幻 的初态波函数归一成在体积 K 中有一个粒子，而终态（动量 
，和能量£')波函数归一成为 p /2 v 的 b 函数.则（1〜=<1 3 ;>'/(27^) 3 ,而微扰矩 
阵元为 

^(0 =^~- / 

此处 hk =p - p ’ ， ha ) = e - e f •而 8% («， r ) 是对于液体波函数的矩阵元.将此式代 
入 d %， 将跃迁概率按液体的一切可能的终态求和.此时积分的模平方可以写成 
双重积分的形式（按山出 ' d \ d 3 x ') 并注意到 


X ^ bn^t' = 

/ / 

= ( r '18 n ( t \ r f )h n ( t , r ) li ) = ho -( t ' - l % r ' - r ) 

(此时 o ■表为 i 态液体总能量的函数）.按 d(〆 - t ) d 3 (; c ’ - x ) 积分给出 cr ( co ， k ) ， 
还有一个积分（比如对 did 3 ；0 恰好给出体积 V 和总的时间间隔去掉因子 f 之 
后，结果得到单位时间的散射概率 


4 W _ 

- z — JU 

M 2 


((o ， k) 


(277ft) 3 * 


当然，再按吉布斯分布平均——亦即当形状因子通过温度来表征时，此公式仍保 
持其正确性. 


我们指出，形状因子的性质 （86. 16) 能够应用到中子散射，表明这样的事 
实：在 T = 0 时液体仅能获得能量，而不能放出能量.关系式 （86. 14) 代表细致平 
衡原理，因为转移能量和动量 （ 如，灸）和 （- ， - 灸）的两个散射过程是互为逆的 ■ 
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动力学形状因子满足一定的积分（按频率《)关系——即求和规则. 

其中—个规则的导出是基于 算符心 （0 和\ (0 的对易关系.同一时刻海森 

伯算符的对易关系和薛定谔 算符心 和&的对易关系是相同的. 算符心 由公式 
(86. 9) 定义，并且所需的对易关系由下式给出 

- = ~ — k 2 N , (87. 1 ) 

m 

此处饥是液体粒子的质量①. 

函数只按坐标展开的傅里叶分量具有表达式 


①这个对易关系的计算与在第二卷§149中为导出求和规则 （149.5) 所进行的计算 一致； 现在用 
液体总粒子数/ V 来代替电子数 
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ho -( t , k ) = J , r ,)8 n (/ 2 , r 2 )) d 3 (^ 1 - x 2 ) , 

由此出发，鉴于被积式仅依赖于 r , - r 2 ，我们用对 d 、, d 、 2 / T 的积分代替对 
d 3 (^, - h ) 的 积分; 在平均号内进行积分.我们得出 

< r ( t ， k ) =~(5^(^)8/1_,(/ 2 )). (87.2) 

我们计算 t =0 时的微商值因为 crG ， A ) 仅依赖于差 f = - f 2 , 

所以 

d ( r ( t , k ) _ _1_/ do ^ _ 3 cr \ 

~dt — **T\ at, JTJ 9 

因而将 （87. 2) 代人此式后得 


此式两项中的每一项都仅依赖于矢量 A 的绝 对值； 据此在第二项中以代替 
k . 然后取=« 2 ,并考虑到=<，我们发现角括号中的两项差与 （87. 1 ) 中的 
对易关系一致.这样一来，我们得到 


d(r(t,k) 

^ ~dt~~ 


- 令 . 

2m 


另一方面，将 cu ， 幻表为对频率的傅里叶积分，我们得出 


d(x(t,k) 
~ dt 


= 11 ： 


(w ， fc) 


dot 

2^ 


a > a ( (o , k ) 


dw 


对比两个微商表达式，便得出待求关系式. 

f ( oa -( o ) yk ) 


da) 


W _ 

2m 


(87.3) 


( G . Placzek , 1952) .我们强调指出，对于任何 A 此式都是正确的.为了将这关系 
式过渡到经典极限 （ 6—0) ,应当将它左边的积分写成 

J cr(w ， /c) - (7( - ]#， 

根据 （86. 14), 其中再代入 

0-((0,k) -0-( -0i,k) ^~-(r((o,k). 


然后等式两侧的因子便相消，于是留下 

f wV(«w ， i) = T ^ . 

J o ZfTl 

将公式 （87. 3) 应用到 r = 0 的玻色液体，并考察小 A 值的区域.在时对 
积分的主要贡献来自形状因子幻的5函数峰.而后者在 （86. 13) 中是由于 
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产生一个声子的跃迁而出现的 （因为 在液体基态没有声子，所以在 r = o 时不存 
在湮没一个声子的跃迁）.这项的形式为 4 S ( wd ). 此处 fid 是声子能最 （ U 是 
声速）.将此项作为代人 （87. 3) ，我们得到系数灰结果 


cr ( a ) , k ) - uk ). 

mu 

按 （86. 7) 积分此式，给出静力学形状因子 


(87.4) 


(87.5) 


(1?_【>丫1^抓，19 54 )0).因为这个公式是关于/ £ 的小值区域的，所以它的傅里 
叶反演给出在大 r 时关联函数的渐近公式 

v ( r ) ^ ~ h 4 (87.6) 

Z^mur 

(为了检验这个公式，参阅330页注释中引用的积分）.在 r = 0 时公式 （87.6) 在 
任意大的距离都是正确的.在低而有限的温度时，直至 r 〜 hu / T 的距离它都是对 
的，在此距离的涨落已经不再是纯量子的了.在更大的距离上规律 （87. 6) 为指 
数衰减律所代替（如果忽略范德瓦尔斯力的贡献，见 §83) ②. 

还有一个求和规则，可以从§86中建立的形状因子与某个广义感应率 
a (< o ， k ) 的关系中得到.这个关系由公式 （ 86. 20 ) 给出，它在 r = 0时归结为（对 

(o >0) 

h < r (( o t k ) =2 filma ( aj , fc ). (87. 7) 

根据 Kramers - Kronig 公式[见第五卷 （ 123,15 ) J ， 


Rca ( o ), k ) =丄户 f 

TT J 0) - O) 


在此，取 w =0 并计及 a (0, W 是实量③，我们写出 


ct(m f 丄 

tt Jo ay 


(87. 8) 


① 写成 cr = / iH 2 /2 m ff ( A ；) 形式是准粒子能 it 】 的公式 （87.5) •仅在 A —0 时才是严格正确的. 
在 A 值增加时产生几个准粒子的跃迁，对 a ( A ) 的贡献起着越来越大的作用.如果忽略这些贡献，可以认 
为，这个公式给出了形状因子与玻色液体中准粒子能*之间的 关系. 并且当 A - 1/«时 U 是液体中原子间 
的距离）<7具有极大值，这对;、: i 于曲线 S ( A ) 上“旋子”的极小值. 

② 关联函数 （87.6) 与取正值的理想玻色气体的相反（见第五卷§ 117) ,是负值 （ 与粒子间的斥力 
相对应 ）■ 4此 W 关， 我们记 得 （ § 25 ) ,弱 1 F 理想玻色气体能进仅在4 « mu / A (并 fl h/mu » a ) 时才有声 

子型•相应的距珣 '• 1 »/ i / m “， 所以过洩到理想气沣 0) 时，公式（87.6> 的应用范 田推延 到尤限 
远 • 

③ 由广义感应率的一般性质可知 a ( w =0， r ) 是 实的. 因此傅里 叶分设 a ( w =0, A ) 的实数性珂由 
对 I ■是偶函数中得出. 
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在 A —0 的极限有下列关系 



它的得出，是由于在空间做慢变的静弱场中发生 g + t / = const 的平衡条件.所以 
施加外场等价于化学势变化 - t /. 因此，在极限时，从 （86. 】8)我们有 

8n = - ^-U = - £/ f a(0 ,r, - r 2 ) d 3 (a:, -x 2 ) = - Ua(0 ,k = 0), 

OfJL J 

由此得到 （87.9). 

将得到的公式 （87. 7 — 87. 9) 汇集起来，我们便得到7 = 0时液体形状因子 
的如下求和 规则： 


hi , 


irfi 

( D • Pines , Ph . Nozieres ， 1958 ) • 


o CO dr 


(87. 10) 


习 题 


i . 求出温度 r «: r A 时，在 r &； m / r 的距离上玻色液体的关联 函数 〆 r ). 


解：待 求的关联函数，由 k - — ^ T/hu <<丄时的形状因子确定.在此条件下 

r a 

液体的能谱是声子型的.当 r ^ O 时在中有对应于吸收声子的 8 (oj + 
々 u ) 项，同时还有放出声子的 8( W - Au ) 项. 这些项的系數可借助于 （86. 14) 和 
(87.3) 来 确定： 


0 -(( 0 , k ) 1 - e " ftwr ] _I I 8( w - ku ) + e " ftwr 8 (w + ku ) (, ( l ) 


积分此式，我们得到 


cr(k) 


hk . hku 
2^ COth 2?* 


( 2 ) 


然后 




在复数&的上半平面，用无限远的半圆封闭敁的积分围道，积分归结为对极点 
的留数（分布在虚轴上）求和.当 r » ftu / r ， 积分的主要贡献来自于 hku /2 T=\Tt 
处极点的 留数： 


v{r ) = 


lift / 2txT \ 

^ r CXP ( :寸 


(3) 


在 a 77 ft U « l 的条件下，函数 */( r ) 衰减的特征距离远大于原子间距离.在 
此原子距离上与原子的直接作用有关的效应减弱了，此时在公式 （3) 中重要的 


§87 形状因子的求和规则 


. 347 - 


是含有 fe ， 所以，由它描述的关联具有量子性质.我们指出，在推导中我们忽略了 
范德瓦尔斯力的贡献.正如从§83的结果中得到的，此贡献具有幂的特征，因此 
在足够大的距离上就成为主要的了 .应该由 （3) 过渡到（83_ 16) 的这些距离，决 
定于系数间的具体关系，但当温度足够低时总有公式 （3) 的适用 区域. 因为在适 
用区域的边界，当 r ~ 如/7•时，根据 （3) jocr 4 , 而根据 （83. 16) , j / o ： r 7 . 

2. 在玻色超流体中凝聚体波函数有涨落，试求在大距离上此涨落关联函数 
的极限形式. ( P . C . Hohenbcrg , P . C . Martin ，1965 ) ① 

解 ：在长 波极限，最强的涨落属于凝聚体的波函数少，因为此涨落只含有宏 
观超流运动的较小能量.对液体（体积 k 并有给定的 r 和总热力学势的相 
应贡献为 

5 " = = /(v ^) 2 dK 

将 s 少表成傅里叶级数， 

80= ^ ' &少. 4 = 8^；, 

k 

我们得出 

8/3 = 2& PiK ? ⑽ * |2 ， 

因此，均方涨落为 

〈 IS 少*丨 2 〉 = Tm 2 / Vh 2 p , k 2 ； (4) 

与第五卷§ 146的计算完全类似.此涨落对同时关联函数 

C ( r ) =<8 H (0) BH ( r )> 

的贡献是 G ( r ) = n 0 (84>(0) 80( r ) ) = Tn 0 m 2 /^ T ： h 2 p s r . (5) 

因此在大距离上按幂的规律 下降. 凝聚体密度涨落〜的贡献，在这里 
按指数规律 减小. 在/ r <: 处此二贡献相差无几.在距离/ • <<~.温度于 A 点附 
近，它们共同遵守下列 规律： 

C(r)oc，_ ㈣. (6) 

这里（是恰当临界指数.关联半径可以定义为这样的距离，在其上能够用 （6) 
代替渐近形（5)， 

r i K P/n Q . 

借助于临界指數 y 3 和这些临界指数，根据 （28. 丨）和（28. 3) 描述 re 。 和 r e 对溫 
度的依赖关系]，我们求出 

p , cc ( r A - r 广' 


①本 IS 是 Pe r gain <> n 〗 980 英文版增加的，我们将其加到中文版内.——译荇注. 
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利用临界指数间熟知的关系式 （见 第五卷 § 148, § 149), 我们容易看 
出 ，此 结果与 （ 28. 4) 是一致的. 

§88流体动力学涨落 

在前几节，我们研究了在任意频率如和任意波矢 A : 时液体密度的涨落.此 
时，在一般情况下，当然不能求出关联函数的具体形式.然而，当涨落波长大于微 
观特征线度（液体中原子间距离，气体中的自由程）时，在流体动力学极限下就 
可作到这一点. 

在静止液体中，不需要特殊研究对密度、温度、速度等涨落的同时关联函数 
的计算 ：利用 适于任何热平衡介质的通常热力学公式来描述这些涨落（经典的， 
即非量子极限）•在空间不同点，涨落的同时关联在原子距离数量级的长度上传 
播（此时，我们忽略 了弱的 远程作用的范德瓦尔斯力）.但是，此距离在流体动力 
学中是看做无限小的.因此，在流体动力学极限下，不同地点的同时涨落是不相 
关 联的. 形式上，这个论断可以从热力学量——实现涨落所需的最小功的可 
加性中得到.因为涨落的概率正比于 exp ( - ur ), 所以将尺_表为与各个物 
理无限小体积有关的各项之和的形式，我们便发现，这些体积中的涨落概率是相 
互独立的. 

根据这个独立性，可以立刻将热力学量在空间给定点的涨落均方值的著名 
公式（见第五卷 §112) ，改写成关联函数公式的形式•例如，根据体积1/中温度 
涨落公式 

<(sn 2 > =-— 

P c , v 

( P 是密度 ；C1 . 是介质单位质最的热容量），首先写出 

( mr a ) mr b )) ^-~ h ab , 

P C J a 

此处涨落分属两个小体积和匕，然后当体积趋于零时，我们得到① 

(Srtr, )8r(r 2 )> = —8(r, ~r 2 ) (88.1) 

P 〜 

另外的热力学量的涨落，用类似的方法可以写出 公式： 

<Sp(r,)8^(r 2 )) 8(r, -r 2 ) , (88.2) 

① 此式以及气体情况下冋时关联的以下公式，对于波长仅大于分子间跑离，但不一定大于自由程 
的涨落是正确的.但是 ，后- -个条件，在流体动力学近似中对于不同时关联函数是不可缺少的（因为在气 
体中微扰传播的微观机制恰好由粒子的自由程所决定〉. * 
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<8 P ( r ,) SP ( r 2 )〉 = 〆 (盖)产(。 > r 2 ) = 

= pru 2 8( r t -r 2 ), (88.3) 

〈5 s ( r ,)&( r 2 )> =^8( r , - r 2 ). (88.4) 

P 

(/ 1 是压强 P 是介质单位质量的 熵）； 此时，一对量/>，『的涨落是相互独立的 （ P , 
^也是如此）.还可以写出液体宏观速度 〆 平衡时等于零）的涨落 公式： 

〈5以 r ,> St ^( r 2 )> =—6 ti 8( r , - r 2 ). (88.5) 

P 

涨落的时间关联以及运动液体中的涨落是流体动力学中独特的问题.这些 
问题的解决要求考虑液体中的耗散过程——粘滞性和热传导. 

流体动力学中建立涨落现象的普遍理论，归结为构造涨落量的“运动方 
程”.在流体动力学方程中，用引入相应的附加项的方法，便可以做到这一点 （；!. 
JI 朗道， E . M . 栗弗席兹， 1957). 

写成如下形式的流体动力学方程， 


pT i 


dt 

▽ • (pv ) = 

o, 

(88.6) 

扣 , • 

dv, dP 

^o-', k 

(88.7) 

p i +p h 

- = -- 

dx k dx- 

+ 如 * ’ 

+ » V s) = 

1 ^ 

2 lk [ dx k ' 


(88.8) 


对于应力张最 o ■、和热流 矢量？ 的形式，没有特定的要求，这些方程不过表示质 
量守恒、动置守恒和能量守恒而已.因此，此形式的方程对任何运动，其中包括液 
体状态的涨落变化，都是正 确的. 此时应理解为基本运动 的蛩值 
v 0 , …与其涨落振荡 h Pt hP ^ v ，…之和（当然，对后者的方程总可以线性化）. 


相应地将应力张量和热流通常的表达式与速度梯度及温度梯度联系起来. 


在液体的涨落中，也会发生与上述梯度无关的局域自发应力和 热流； 用 h 和玄 
表尔它们并称之为“随机”量.这样一来，我们写出 


= ^ -yU . v • v +s _* ， (88. 9) 

q = -kV T + g (88. 10) 

(1?， （是粘滞 系数； K 是导热系数）. 

现在的问题是在定义&和 g 的关联函数时确定它们的性质.为简单计，一 
切讨论都是对流体动力学非量子涨落的自然情况进 行的； 这意味着，假设涨落振 
荡频率满足条件<< r . 此时粘滞系数和导热系数将不认为是色散的，亦即不 
依赖于振荡频率. 
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在涨落的普遍理论中（第五卷§ 119- § 122) ，是研究涨落量义 ， x 2 ，…的离 
散序列，然而在此我们处理的是连续序列（液体每一点的…）.把物体体积 
划成小而有限的区域并在每一个区域内研究量的若干平均值，我们就能避 
开这个非本质的 困难； 在最后公式中再过渡到无限小体元. 

我们要把公式 （ 88. 9-88. 10) 作为准定态涨落普遍理论[见第五卷 
(122. 20)] 的方程 


a = - 2 y at ， x b + r a (88.ii) 

▲ 

来研究，此时选取每一区域厶 ^中 的张量和矢量 9 的 分量值，作为于是 S|t 
和尽便是童 h : 


<?.， 

: M *， 


( 88 . 12 ) 


热力学共轭量 A ：。 的意义可用引人液体总熵 S 变化速度公式的方法来解释.借助 
于方程 （88. 8—88. 10) ，用普通方法（对比第六卷 §49) 我们得到 


按小区 AV 求和来代替此积分，然后将其与公式 

5 = - ^ x a X a 

比较，我们得到 


(88. 13) 



现在容易求出系数 y a6 ，根据公式 


AV. 

T 2 dx. 


(88. 14) 


(ya(^)y t (h)) = ( y ab +r Ja )S(<, ~t 2 ) (88,15) 

[见第五卷 （1 2 2.21«]), 这些系数便可直接确定待求的关联. 

我们首先注意到，在公式 （ 88. 9-88. 10 ) 中没有 <7、与温度梯度相联系的 

项，也没有9与速度梯度相联系的项.这就意味着相应的系数7^ =0,因而根据 
(88. 15) 有 


, r t ) g t ( t 2 f r 2 )) =0， (88. 16) 

即 〜和容 的值彼此完全不关联. 

其次，如这些量取自不同的小区 AK ， 那么联系和值 （ AV 77 12 ) . 377打,.的 
系数等于零，如果它们取自同一小区，那么等于〜根据公式 
( 88 . 15) 用这些 7 aA 值，过渡到 A ^ O 的极限，我们得到 

2 )> = 2 K T 2 bMr i - r 2 ) S ( t , - t 2 ). (88. 17) 

用类似的方法，可得出关于随机应力张量的关联函数公式 

〈 s ;*(( i ， r i ) 5 ， m ( f 2， r 2)〉 = 
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= 2 r [77( M 4m + k _ y ) S , A „] 5( r , - r 2 )8( f , - i 2 ). (88. 18) 

公式 （88. 16 — 88. 18) 原则上解决了所提出的在任何具体情况下计算流体 
动力学涨落的问题.解决问题的过程是这 样：将 &和 g 看成是坐标和时间的给 
定函数，如考虑到必要的流体动力学边界条件，我们便形式地对于量 5 p ， 加，… 
求解已线性化的方程 （88. 6-88.8). 结果我们得到的这些量，是表达成&和 g 
的某些线性泛函的形式•相应的， Sp ， 如 ，… 的任何平方量，均可通过的平方 
泛函来表征.然后它们的平均值便用公式 （88. 16-88. 18) 来计算，因而在解答 
中不再出现辅助量 

我们再将公式 （88. 16-88. 18) 写出对频率的傅里叶分量式，并可立刻将此 
写成量子涨落情况的推广形式.根据涨落-耗散定理的一般规则，用引人附加因 

子 ffcolh ||(在经典极限/^ << 7 1 下变为1 ) 的方法，即可完成此推广.当粘滞性 

和热传导有色散的情况下，量 V “， k 是频率的复 函数； 此时在涨落的公式中77, 
代之以这些函数的实部： 

=0 (88. 19) 

U!" 客 ; 2 ))„=S it S(r, -r 2 )fe^rcoth|| ♦ Ke K (o)) , (88.20) 

(4 1> C) W = #« w 8( r 1 - r 2 ) coth — x 

x [ I 8 .(8 km + h im ^ kt - -|-8 ilk 8, m jRe?j(<y) + 8,*8 im Re^(<y) j. (88.21) 

§89 无限介质中的流体动力学涨落 

这一节 我们研究静止的无限液体中的流体动力学涨落.这个课题当然可用 
上节讲述的方法 解决. 然而，我们在此用另外方法做此问题，以演示求解流体动 
力学涨落课题可以任选一种方法. 

这个方法，是在引人随机力以前的早期阶段，便利用准定态涨落的一般理 
论.我们回忆起弓此有关的一般公式（见第五卷§ 122). 

设 


= - Z (89. I ) 

t 

是描述系统非平衡态（于平衡态全部\ =0) 的一 组量； 的宏观“运动方程”， 
如果量\大于它们的平均涨落（但同时又是足够小，以致允许将运动方程线性 
化〉，则可断定，涨落关联函数满足（在时） 同一 组方程 

去(气 ( Ox ( ( Q )> = - ^ A ofc <% 4 (0« r (0) > , t >0. (89.2) 

b 
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下列等式 

[<^ a (0^ e (0)> ] IM t0 = ( x a x r ) (89,3) 

可做为这些方裎的起始条件，此处 〈 W > 假设为已知的同时关联函数.关联函数 
按规则 

(^(0* f (0)) = ±〈*。（ - i )* c (0)) (89.4) 

延拓到 t <0 的区域，式中上面的符号用于两 个量' 和\都是时间反演的偶函 
数（或都是奇函数）的情况，而下面的符号用于两最中一个是偶函数另一个是奇 
函数的情况 • 方程 （89. 2) 的带附加条件 （89. 3) 的解，可用一侧傅里叶变换的方 
法求出 ：给方 程乘以'并由0到*对 t 积分（方程左侧进行分部积分变换）我 
们得方程组 


- '<o(x a x e )l^ 

= - X + 〈 W 〉. 

b 

(89.5) 

其 中的置 （频率函数）为 


( W ):， 

* = J o d ； r a (f)x 6 (0) >df. 

(89.6) 


关联函数通常的傅里叶分量，通过量 （89.6) _ pJ * 根据 


( x a x b)o = | e , w ， <^ o (/)« & (0) > d / = 

= (^)1° +( W )(-? (89.7) 

表征出来.此处符号: t 对应于 （89. 4) 中的符号. 

现在转到所提的静止液体的涨落问题上来，首先将 （88. 9—88. 10) 的 <7',. 4 和 
9( 略去最后项）代人流体动力学方程 （88. 6—88. 8)并使之线性化.取 /3 = /) 。 + 
石 P，v =如，…并略去非线性项，我们得到 

-v =0 (89.8) 


P 


—V 

dt 


= - V S/ 5 + 7；A « + D V( V . v ) ， 




(89.9) 
(89. 10) 


(线性化之后我们略去常量 p 。 ，… 的下标 0), 在方程 （89. 8—89. 10) 中，最好根 
据定义 


V =v ( " + v (0 , (89.11) 

V • =0, ▽ xv n, =0, 

立刻将速度分为有势的（“纵向的”）和有旋的（“横向的”）两部分1；⑴和.在 
(89. 8) 中只剩下纵向 速度： 
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~8p +p V • v (l> = 0 ， 
dt 


(89.12) 


而 （89. 9)，分解为两个方程 


7 


<0 


P 

p-^v iU = - V8P + ^ + yT7|v(V - 


(89.13) 


(89.14) 

横向速度的方程独立于其余的方程.与此对应，它的涨落关联函数有一个 


方程 


去 〈 v;°(i ， r)t;; o (0,0) 〉 -i/A<t; ； ,> (<,r)t; ； ,, (0,0)> =0 (89. 15) 

Ot 


( 此处是运动学粘度.对它进行一侧傅里叶变换后，我们得到 
-i6>(^ ( ， ) (O^°(0))： +) -M(t> ： o (r)t, ； o (0))l + > = 

= WWo )〉 


(公式右边是同时关联函数），或变到对坐标的傅里叶 分置: 



奴 n = 


vk 2 — ia > 


速度涨落的同时关联函数，由公式 （88. 5) 给出；对它取傅里叶分量，并分出横向 
部分后，我们有 


卜-詞 （89.16) 

将此代人前式，最后得到① 

(以 " L ，2 Re ( V ; V >) i :> = 〒卜-警) (89. 17) 

对于剩余的变量，我们有互相联系的方程组 （89. 10), (89. 12),(89. 14〉.然 
而该方程组，在大频率或小频率的极限情况下可以简化.事实是，纵向速度的微 
扰和压强的微扰在液体中以声速“传播，而熵的微扰是按热传导方程传播的.后 

者的机制，要求在~+距离上传播微扰的时间为 ( Ar =^/ pc p 是介质的导温 

系数）.因此，对于满足条件 

X ^ 1 «< i > ~ku (89. 18) 

的频率（波矢之值给定时），可以认为，熵一定时只有》 (1) 和 P 在涨落.相反，在 

X ^ 2 ~( o « ku (89. 19) 


①容易看出.将公式 （89. 17) 按 dw /2 iT 积分.理应回到同时关联函数. 
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时，出现熵的等压涨落 0). 

我们首先研究前者，即高频区 （89. 18) ，并确定，例如，压强的涨落. 

改写关联函数的方程 （89. 14) 为下列形式 

, r ) hP (0,0)) = - V <8 P (/, r )8 P (0,0)> + 

+ (( + +”)▽(▽• 〈“， V)S 戶 (0,0>>)， 

而 t ； ( I ) 和 S / 1 的同时关联为零，可以作为上式的起始条件.进行对时间的一侧傅 
里叶变换和对坐标的全变换后，得出 

-» ⑴ SP ) 1： ) = - 认 ( 8尸 2 )- 卜 + 1 •十 (* • « ⑴ SP) :: 1 


(89. 20) 


其次，在方程 （89. 12) 中我们写出 


叫乳叫 3严 = >-〆 (謠卜， 

将方程 （89. 10) 写成下列形式 


卜尸， 


用来表达祁 s /扣 （根据条件 < < a > , 与比较，右侧的项可以忽略）.这 

01 

就导出方程 

7 i 8/> -?( f ), ASP+pv，,,(,>：i0 - 

在此分别以<5/ 1 («，）8/ 5 (0,0)>和〈| ? ⑴ （ t ， r )5 P (0,0)> 代替和》⑴，便重新 
得到与关联函数相应的方程.而它的起始条件是 （88. 3) .傅里叶变换后，该方程 


在此， 


[-岂 + 7( 則 

进行一些变换后，从两个方程 （89. 20—89. 21 ) ，我们得到 

( S ^ 2 ).* =2 Re (8 P 2 )：； ) =1 K / p T \ { i ^ 2 yr ^ uk2 \ 

(o{ (o 一 k u + 2io)uy) 




(89.21) 


(89.22) 


(89.23) 


①不等式 << A « 在流体动力学范闹总是满 足的. 例如，在气体中和 i ； r z ， 在此〜是粒子 
的平均热速度，而！是其自由程.因此不等式« u 等价于条件 w « 1. 
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(89. 24) 


是介质中声的吸收系数（见第六卷§ 79), 而 y7 ■是此系数中与热传导有关的 
部分.对'于= : fch 值附近（此处涨落恃别大）的频率区域，我们写出最终 
答案： 

( SP 2 )， —d 2 (89.24) 

(a> + «u) + u y 

此式在①情况下是正确的. 

在 （89. 19) 的低频范围内，已经讲过，忽略压强涨落，只考察熵涨落已足够 
了.这意味着在方程 （89. 10) 中可取 

5 i=— 85 
\ ds) P c p 

(热容量是单位质量的）.因此，对于待求的关联函数有与 （89. 15) 同型的方 
程，而它的起始条件由表达式 （88. 4) 给出.结果得出 

2^V,4 - (89.25) 

P (o +x K 


( = 


(89. 25) 


1. 求自弱溶液中溶质粒子数的涨落关联函数. 

解：溶 质粒子数密度 n 满足扩散方程 

字 = DAn 

dt 

( D 是扩散系数） • 在弱溶液中，密度在空间不同点的同时值是互不关联的（类似 
于理想气体中不存在同时关联）；所以同时关联函数为 

<8n(r, )8n (/* 2 ) ) =a5(r, -r 2 ). 

类似于公式 （89. 25)，我们得到 

/ Rn 2x lnk 2 P 

在此解中我们忽略了热扩散，因此 71 的涨落可以认为与溫度涨落无关. 

2. 求出液体的压强涨落关联函数，该液体具有大的、色散的第二粘洚系数 
(( o ;) (与某个参数缓慢弛豫有关）. 

解：緩 慢弛豫过程的存在，导致出现下列形式的第二粘滯系数 


(( w ) = 


- W 


(以1 - *4) ， 


此处 r 是弛豫 时间； 是平衡声 速度； Uoc 是在弛豫参数值不变时的声速（见第六 


①我们记得（见笫六卷§79>,流体动力学的声吸收系数在气体中总是小的 （可 自动从条件 
中得出不等式 y « A ) ，并 a 在无明显声色散的液体中也是小的. 
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卷 §81) •方程 （89. 20— 89.21 )，以及 （89. 22) 在有色散时也是正 确的. 取（= 
<( W ) 并忽略含77和# C 的项，经计算得到 

以 P 2 、 __ 2T T pu 0 (ui -4) 

、 Kk " {ul-a^/k 2 ) 2 ^ 2 r 2 {u\ -co 2 /k 2 ) 2, 

§90 动理学系数的算符表述 


可以给予§88中得到的公式 （88.20—88.21 ) 以新的看法，这只要“从右向 
左”读，即可将其看成导热系数和粘滞系数的表 达式. 此时等式左边的关联函 
数，根据它们的定义，可以通过具有微观意义的一些量的算符来表征.结果，通过 
这些算符可表述液体的动理学系数. 

首先需要考虑，在空间不同地点，能量和动量的“随机”流涨落之间不存在 
关联 ，（ 公式 （88. 20— 88.21) 中的 S 函数 5( r , - r 2 )) 乃是流体动力学的近似结 
果；这种近似只在波矢量取小值时才正确.为了将此条件表为显形式，我们将公 
式按空间坐标展为傅里叶分量[这归结为用1代替 S ( r , - r 2 ) 因子]并过渡到灸 
— 0的 极限. 例如，将一对指标缩并后的公式 （88. 20) 

(犮⑴发⑺）„ = 38( r , - r 2 ) fewfcoth — • Re#f(ft>) 

写成如下形式 

neKi(o) = jtf lanh jf l rc (g2) - ( 90 - ” 

容易看出，这样描写时，在此公式中可以用 G 表征的总能流代替“随机”热 
流容•从流体动力学知道由对流迁移能流和热流 g 所 构成： 

G = ('^~+w；)po +q=pw v - k V T + g (90. 2) 

( w 是液体单位质量的热 函数; 最后表达式中忽略了速度®涨落的髙次幂项）.但 
在小 A 时，真实物理量 ，7\ P 等等〉的涨落比随机流涨落，多包含 ft 的幂次，因 
此，在* — 0的极限时 j 的涨落与 G 的涨落一致. 这一点 从下列事实中立即明 
了，即在流体动力学涨落的运动方程式 （88. 6—88. 8) 中，流 g 及 心只在 空间微 
商下出现，而上述真实物理量也以对时间微商的形式出现；因此，变成傅里叶 
分量后，对空间微商的傅里叶分量与对时间微商的傅里叶分量之比的数童级 
为 k / o ). 

与 g 不同，总能流是有直接力学意义的量，因而，它对应于用介质粒子的 


动力学变量箅符所表征的、确定的量子力学算符回忆以相应童的（海森 
伯）算符来表述的关联函数定义 • 于是，我们获得下列公式 



X 
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• 3 S 7 • 


xlimT e i ( fl "- t ' r ) < G («, r ) e (0,0) ^ Q ( 0 , 0 ) Q { t , r )) x 


(90.3) 

(M. S. Green, 1954). 

然而，如果利用相应算符对易关系表述的关联函'数公式，就能为函数 
得到更合适的表述法. 

如果、 （ f ) ,* 6 ( r ) 是两个涨落量（在平衡态等于零，并且在时间反演中的行 
为相同），那么它们的关联函数，根据（76_ 1) 和 （75. 1丨），可以表为如下形式 

= coth||Re e iai, { I xj t , r , ) , x b (0 , r 2 ) I ) dt , 

此处括号！…丨表示对易子•按坐标 r = c - r 2 进行傅里叶展开后，我们得到公式 

(^)„*=coth —-ReJ ■ r > < lx a ( t , r ) ,^(0,0)[> ( hd \. (90.4) 

0 

将此式应用到关联函数并代人 （90. 1) 后，我们得到 

Re/c( W ) = 3 ^[imRe J e i( ^ k ' r) ( \Q(t y r) ,Q(0 1 0) \ >d/d 3 ^. 

0 

此公式的左边和右边在 Re 号后都有的函数.此函数当^00时趋于零， 
并且在复变量 w 的上半平面无奇点.在 w 的实轴上从这些函数的实部相等中得 
出这些函数本身是相等的，因而我们得到最终 公式： 

a > 

k M e iU 卜 * r> 〈 \ Q ( t t r ) t Q ( 0 , 0 ) \ ) dtd \. (90.5) 

0 

为了得到导热系数的静态值，还应当过渡到0,^0的极限. 

用类似的方法可以变换公式 （88. 21)，于是得出粘滞系数的算符表达式. 
如果引入总动 ft 流=: - Pb ik + o ^[(88.9) 中的 o ^], 那么在 A — 0的极 
限时，除外的一切项的涨落都趋于零，所以在此极限可以用 （〜 ( 7 , 代替关 
联函数结果我们得出公式 

7)((o) | b u h km + 8 im 8 w -+5, 九 ) +((«)5 认 8,„ = 

(B 

= U lt ( t , r ) ，心 (0,0) 丨 ) 6 td 3 x . (90.6) 

0 

此处七 *( f ) 是动量流密度算符 （ H . Mori ， I 958) ，将此等式按两对指标和夂 
m 或 i ， 《和 A :， m 缩并，我们分别得到相应于9^•或 IOt ? +3( 的独立表达式. 

§91费米液体的动力学形状因子 

对费米液体不能应用 r = 0 时的形状因子公式 （87.4 — S 7.6)， 因为推导这 
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些公式时假定只存在元激发谱的声子支和 il 都小）.对费米液体也不能应用 
§88, §89建立的流体动力学涨落理论 ：它要 求满足的条件 W <<1(/ 是准粒子 
的自由程），显然在费米液体中已被损坏.因为 / ocr - 2 在 r ^ o 时趋于无限.因而 
计算费米液体的形状因子应当使用动理学方程. 

此时最好从公式(86_ 17— 86.20) 人手，这些公式将形状因子与液体受某一场 
G , r ) 作用时的广义感应率联系起来.定义 (86.18) 也可写成按坐标的傅里叶分量 

bn (< o , k ) = ~ a ( to y k ) U ntk , (91. 1 ) 

我们限于 r == o 的情况，则动力学形状因子根据下式 

- / r 2/ tlma ( a ),*) to >0, 

rur(o) y k) =\ ( 91 . 2 ) 

[yJ co <0 

通过 a (( o , k ) 来表征. 

密度的微扰 55( w ， 幻可借助于动理学方程来计算，此时式中可以忽略碰撞 
积分（在0时）■这些计算与§4中对零声计算所不同的只是对准粒子能童附 
加了一项 

VU , r ) ="/ .一. 

相应的，在微商 h / dr (4. 3) 中附加一项 at//dr = Ufct /， 而在动理学方程 （4. 8 ) 的左 
侧附加一项 

-ikU — ^ - iA • v Ub(e - e F ). 
dp 

求出动理学方程的解 如下： 

( P ) = _ S(g ~ e r )^ x ( n ) ， » = ~• (91. 3) 

2 m p T p 

这是准粒子的动量分布微扰的傅里叶分量，待求的总准粒子数密度（与真实粒 
子数密度一致）的变化，由如下积分给出 

•，*卜卜 ⑷為 =-垚卜唸 

(91. 3) 中定义的函数尤（ if ) 与 （4. 9) 中定义的 p (/ i ) 不同之处在于归一化系数. 
在此选取归一化系数，可使公式 （91. 2) 取如下 形式： 

rur ( a >, k ) = Im | x ( w )^» <w >0. (91.4) 

函数; K") 本身由下列方程 得到： 

(w - v T k • n ) x ( n ) + v ? k • n j = -k • n (91. 5) 

此方程的右侧不同于 （4. 11) 式. 
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方程 （91. 5) 不显含虚量.因此解;^(«)中出现的虚部仅和求解过程积分的 
极点绕法有关.这些围道规则要求从 卜-沈 开始，浸渐地给体系施加场 t/oc 
e _ ia " ; 为此，应当进行 a — 似 + iO 的频率代换. 

解的具体形式依赖于准粒子相互作用函数的形式 F (^). 我们演示求解过 
程，并以最简单的函数 F = co nS t = F 。 为例说明解的性质. 

在这种情况下，方程 （91. 5) 的解具有下列形式 

/-_、户 v f k . n … 


x ( n ) - c 


- o ) - iO ' 


在此 C 是常数.将表达式 (91.6) 代回 （ 91. 5) 以确定 C ， 于是给出 

……、 2m >r 


C(1 +/F 0 ) = 


W ’ 


(91.6) 


(91.7) 


r k • n ' v f 
J k • rt ' v F - a ) - i 


_ do ； 
iO 4ir' 


被积式仅依赖于 n f Hk 间的夹角，进行显然的代换后，我们得到 


(91.8) 


此处 s = w / k F [积分的虚部可按 （8. U ) 的规则分离出来]. 

将 （91.6 — 91.8) 中解出的函数 x (») 代人 （91. 4)，我们得到动力学形状 

因子 


— t ,、 2爪/ ⑴ 


(91.9) 


( A . A . A 6 pHKacoB , M . M . XanaTHHKOB , 1958 ) •根据 （91_8)， 当 s<l 即所有的 
(o < kv r 时，此形状因子不为零. 

如果 F 。 >0,则在费米液体中可能有以速度 a 。 传播的零声，由方程 
(4. 15) 来确定 

1 + F 0 I ( s 0 ) =0, s „ = u 0 / v F . 

当 s 值接近 s 。 时,表达式 (91. 9) 取 


const • Im - 

5 -5 0 

的形式，并且如上所述 , s = w / At ； F 应当理解为 s + iO . 这意味着在 a (< o , k ) 中还有 
形如 const _ S(s - s 。） 的8函数项，或有 

cr ( a > , k ) = const • / c 8( w - ku 0 ) (91. 10) 

这项是费米液体能谱零声分支对形状因子必须提供的 贡献； 它完全类似于声子 
对玻色液体的形状因子所做的贡献 （87.4). 

当然，这一项的存在与是否假定 F = CO nst 无关，而且是可能传播零声的费 
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米液体的普遍性质.与准粒子相互作用定律有关的只是 （91. 10) 中的常系数值. 
方程（91.5)右侧为零便和零声方程一致 ； 因此非齐次方程的解在0； / ^=« () 处有 
极点. 

从方程 （91. 5) 的形式看出，它的解仅以比值的形式依赖于《和 L 所以 
动力学形状因子就是此比值的函数.于是静力学形状因子 

aW = J 。 CT(co ， k) 曾 

将有如下形式 


cr ( k ) = const • k (91. 11 ) 

这意味着在费米液体中，在 T =0 时，密度涨落的同时空间关联函数遵守 u ( r ) 
«厂 4 规律（玻色液体中也是如此〉. 

最后，我们注意到，用 F 0 -0 的极限过渡方式，可以从 （91. 9) 得到理想费米 
气体的动力学形状因子. 

( r {( o , k ) = - m ^ ~ , 0 < w < kv y . 

Trn hk 


此时静力学形状因子 




(2iTh) 2 h 


(与第五卷 §117 中习题 1 的结果一致）. 
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